Google 



This is a digitai copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a project 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subjcct 

to copyright or whose legai copyright terni has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the originai volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with librarìes to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-C ommercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commerci al purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do noi send aulomated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legai Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legai. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is stili in copyright varies from country to country, and we cani offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of this book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



i 



/. 



ANNALI 

DI MATEMATICA 

PURA ED APPLICATA 

PUBBLICATI DA 

BARNABA TORTOUNl 

Professore di Calcolo Sablime aU* UniTersità di Roma 

C CompiColv dcf 



E. imi « p«« i A. (Kiocan « tohm 

F. IMOSGHI o Pavia f |. TOIIOUHl « Roma 

( In continoazioDe agli Annali di Sciente Matematiche e Ptiiche) 



■•ooo»< 



TOMO VI. 

— — l UUH —I 

ROMA 

PRESSO FRANCESCO BLEGGI LIBRAIO 

(Via del Pie di Marmo N". 38.) 

1864. 

Reprinted with the permission of the originai publishers. 

JOHNSON REPRINT CORPORATION 
NEW YORK, NEW YORK 



First rtpriiamg, 1959, Johnton RefriiU Corporatiom 



STANFORD UBRAitl 

Mi , 1959 



/■ 



/: ■ ■■ ■. 



V.6 



ANNAU 



DI 



MATEMATICA 

PURA ED APPLICATA. 



INTORNO ALLA RIDUZIONE DEGL'INTEGRAU ElLiniCI 

NOTA 

DEL PROFESSORE 

AWOBIiO OEWOCCBI 



TAx 
1? L'integrazione del differenziale •=. quando T è una funzione intera qualsi- 
voglia di Xf supposto 

X = A«*4- B^-h Cx^-h D« -H E , 

si riduce al caso in cui la funzione T non oltrepassa il secondo grado ed ha quindi 
la forma T = G+G'o; + G"«*. Espresso l'integrale con trascendenti ellittici, accadrà or- 
dinariamente che ne nascerà un trascendente ellittico di terza specie, e può doman- 
darsi se il suo parametro sarà circolare o logaritmico: questione non priva d'im- 
portanza, perchè il calcolo di tali trascendenti è più facile se il parametro è loga- 
rìtmico, rìducendosi essi allora a funzioni di due soli argomenti, dove occorrono 
sempre funzioni di tre argomenti se il parametro è circolare. L'illustre Plana diede 
una risposta al quesito nel giornale di Creile , tom. 36 , pag. 2 , ma egli ammise 
cbe it coeflGciente A fosse positivo, e sebbene abbia accennata (ivi pag. 29) , non 
trattò l'ipotesi contraria: di più anche per A positivo la sua discussione è riuscita 
incompiuta come mostrerò. Voglio pertanto riprendere e brevemente esaminar la 
qoistione, seguendo le tracce stesse del Barone Plana. 
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2? Posto z =s ~ 9 si possono sempre determinare le costanti reali « e ^ in 



modo che si abbia 



_d«__dy v._ (^-p)' v 



con Y = A (M + N|f') (P + Qy') » essendo anche M, N, P, Q cosunti reali. Nello 

stesso tempo il trinomio T = G + G'x + Q"x* si cambierà in un* espressione della 

K H- K'y -f- K V .... . 

forma r~ — T3-^» e qmndi si avrà 



TTdx^ r K 4-K'yH-KV dy 
j • X- j (IH- y)' v/Y ' 



integrale che si farà dipendere da integrali ellittici di prima e seconda specie e inol- 
tre da un integrale 



Jdy ri — y ày 



quest ultimo dipenderà da 



r _i» 



^•t' 



e cosi tutto si riduce a determinare il trascendente ellittico di terza specie com- 
preso nell'integrale 



J(ì"-v») 



')/y 

3? Siano Xi, x^, Xi, x^ le radici dell'equazione X =: : possiamo supporre 

(X - X,) (X - X,) = ^^^ (M + WW-Xi) {,x-x^) = ^=^ (P + Qi,'), 

onde sostituendo Tespressione di x si trarrà 

j^ ^ (« — g,) (« — g,) ^ jj ^ ((3 — g,) ((3 - a;,) ^ 

oe — P ' a — (3 

*^^ r=rp ' « r:rp » 

e (« - »,) (p - «,) -h (P - «.) (« - «a) = 0, 

(a — «3) (|3 -«4) ^- (P — «3) (« — »4) = 0: 
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queste somministrano 

(1) M = a - |(a:,— «,) , N = ^ («i- «.) - P » 

1 1 

(2) «,«a— »3aJ4== 2 (« -+- P) («.H- »,— «3— Xt). 
Dalle (1) si deduce 



MN 



= — rj(».-f-»,)*— |(«,4- «.) (« 4- P) 4- OPJ ^- [j(«t+ «.)*- «.«al 



e similmente ^ *^ "" 1 1 (*3-+- «4)*— «3*4 I • 

dunque 

(3) MN « - j («. - x,r , PQ = - 1 (a;3 - a;^)\ 

Si troverà pure 

1 1 

MQ H- NP= ^ («,4- «,-+- «3-t- «4) (« -h P) — 2a(3 — -(«,4- «,) («3-+- «4), 

e rìducendo per mezzo delle equazioni di condizione tra a e |3, si otterrà 

1 

(4) MQ 4- NP = »,»»H- x^^ — - («,-*- «a) («a-H «4) ; 

finalmente le (1) daranno 

(5) MQ - NP = i (« — P) («.4- «.- «3- X4) , 

(6) M 4- N = P -+- Q. 

Si faccia 

saranno u^f ti. , Ug , le radici della ridotta o risolvente di terzo grado 

(7) AV~ A*Ctt'4- A (BD - 4AE) u 4- E (4AC - B*) - AD»== 0; 
e avendosi 

(«,~ a;,) (»3— a?4) = u,— uj , («, 4- «a) («34- «4) «» u, 4- «3 > 
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le equazioni (3) e (4) condorranno alle 

(8) MQ -+- NP = tt,- |(tt.+ tta) , 16MNPQ = (u.- Uj)*, 

(9) (MQ - NP)» = (u,- l(u,+U3)y-i(u,- U3)'« (u,~ u.) (u.- u,). 

Queste trasformazioni sono distesamente esposte nella Memoria del Plana , e anche 
in un'altra del prof. Tortolini (Anmali di Matematica, 1858, pag. 69). Ora se «i e x^, 
X3 e £4 sono radici reali radici immaginarie conjugate, u^ sarà reale f e il prodot- 
to (u^ — Ui) (tt. — u^) sarà positivo nel caso di tt,e Ut immaginar]; questo prodotto 
sarà pure positivo nel caso di u. , u, , u^ tutti reali quando si prenda per u, la 
maggiore la minore delle radici dell' equazione (7) : cosi potremo in ogni caso avere 
dalla (9) un valor reale di MQ — NP» e allora le (2) e (5) daranno a e |3 reali, 
dopo di che per le (1) saranno reali anche M, N, P, Q. Le (8) e (9) mostrano al- 
tresì che MQ e NP si possono esprimere per mezzo delle sole radici dell'equazione 
ridotta (7). 

4? Le tre quantità u., u^, U3 sono tutte reali quando le radici ^o x,, X3, x^ 
sono tutte reali tutte immaginarie, e allora MQ e NP hanno, per la seconda 
delle (8), il medesimo segno , che per la prima delle (8) è positivo se u, é mag- 

giore di u^ e u^f ed è negativo se u, è minore di u^ e u^. Fatto |f = H tang - «C» 

avremo 

(M-hNj,*) (P H- Qy«) = (t ^ ^ ^)« [m + NH'+ (M - NH») cos 4-] 

[P -+- QH'4- (P - OH*) cos *] : 
e posto 

(M -H Nff) (P - QH*) + (M - NH*) (P + QH») = 0, 
ossia 

MP - NQH*= 0, 

faremo sparire dal numeratore la prima potenza di cos ip- Sari quindi H reale, 

Y = --^A_. |^(M+NH') (P+Qff) + (M-NH«)(P-QH') co8'*],P= ^*, 
ossia 

y = .^OH» r^j NH*)*— (M - NH V cos**l » ^V = r^^i » 

M(l+C084') L^ / X / Tj » jr m.cos^l' 
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e facendo <p =-tr — 4», c*= ( m . jjna )> "« conchiuderemo 

ày ^ 1 ./M d? 

7y ÌrT"NH* V AQ v^(l — e" SCO» ' 

M 

ma è oopo che 77^ sia positivo e e* sia << 1, e che si cambi il segno se M + NT 

Mi 

sia negativo. Ora nel caso delle radici tolte immaginarie, è chiaro dalle relazioni (3 
e (6) che M, N, P, Q debbono avere il medesimo segno: quindi », sarà la maggiore 
deUe quantità u, , u,, Uj, e (M — NH*)' sarà < (M H- NH*)% onde c*< 1 ; di piò 

M 

dovrà essere A positivo per dar positivo -^^7* Adunque vale in questo caso la h 

stituzione indicata e risultandone 

1 +cosj> (1 + sen y) [ 1— H»— (1 - f-H')sen^ 



1 4- y« 1 - H'4- (1 -h H*) cos 4^ (1 — ff)»- (1 4- ff)'scn* <p 

ri do 

rinterrale Y dipenderà dal trascendente ellittico k i — 7=====. che è 

* ^ Jl — /* 8€n <p v/i — e' sen" 7 

(1 -+- H'\' 
=;i quantità posi- 
tiva e maggiore di 1 : questo parametro è dunque logaritmico. Sostituendo il valore 



trova 



5? Queste formole sono dal Plana applicate anche al caso delie radici tutte reali» 
almeno per A positivo; ma se d^i e x^ sono reali, M e N per la (3) hanno contrarj 
segni, e quindi (M — Nff)* > (M + NH')* , onde il modulo e sarebbe maggiore 
di 1 il che non può ammettersi. Egli non ha badato che dovendo essere positi* 

M MP 

vo 777 e perciò MQ risultavano negativi NQ e MP secondo le (3) , e quindi -^r 
A^ n 

e NQ.H' erano negativi e si riducevano a — ^(MP.NQ) , mentre nella sua Memo- 
ria (pag. 13) sono ridotti a ^(MP.NQ) positivo, e ciò equivale al porre — H* in 
luogo di H*. Pertanto la sostituzione precedente non è più applicabile e conviene 
ricorrere ad un'altra. Essendo MN e PQ negativi, faremo M >= — Np', P » — Q^, 
Tom. VI. 11. i. 2 
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onde Y==^(p»-y«)(i^»-g»), 

e scegliendo per ti, la maggiore delle radici della (7) quando A è positivo» e la 
minore delle slesse radici quando A e negativo, renderemo sempre AMQ positivo; 

si avrà poi p^ — 9*=P* — otv » e prendendo dalla (9) il valore di MQ — NP 

potremo dargli il segno slesso di MQ e ottenere p^>q^' Quindi affinchè /y sia 



c*sen*<p> 
P P' 



AMQ,_3 ,.va 



reale dovrà essere p* >• y* >• g*: potremo dunque fare ^ ^^ =c', ^ =1 

il che darà 

Y =: ^^^ (p* — g*)* 8en'<p cos'9 , ydy = — p'c* sen <p cos ^ d<p 
P 
e però 

dt/ 1 é<f 

7f v^AMQ v^(l— c'sen'^) 

Nel medesimo tempo sarà 1 — y^= 1 — p'+ (p* — 9*) sen*^ , ed escluso il caso 
di p*= 1 , da cui seguirebbe M = — N e per la (6) P = — Q, e quindi ^ Y e /x 

U» Ji 111 

razionali, ponendo» =3^-: — ~- ne dedurremo -r r= i tt 5-» sic- 

'^ |>" — 1 1 — y 1 — pi — fisen<p 

che r integrale V sarà ridotto ad un trascendente ellittico di terza specie il cui mo* 

dulo sarà e e il parametro /x. Sostituiti i valori di p e g » e osservando che 



• , Mh-N p+q q,. ,. 



si troverà 



,,,. . MQ — NP Q — W 

<") *' = — MQ— ' f* Q— 

N 
Quando A è positivo 9 MQ è positivo ed essendo MN negativo ne risuUa-jr negativo: 

N 
dunque il parametro fx «= 1 — jr è positivo e maggiore di 1 e per conseguenza lo- 

.N 
garìtmico. Quando A è negativo, sono negativi MQ e MN» e quindi -|^ è positivo : 

dunque il parametro fx sarà negativo, positivo minore di 1 e in quest' ultimo caso 
sarà maggiore di e* essendo ^ = -f^r > 1 ; dunque fi sarà un parametro cir- 
colare. 
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6? Se due delle radici x^y x^, x^, x^ sono reali e due immaginarie, sappor- 
remo X3 e x^ reali, a;, e x^ immaginarie; allora u^ sarà reale, u, e U3 immaginai^, 
MN sarà positivo e PQ negativo, e potremo anche supporre M e N ambedue posi- 
tivi bastando prendere nella (9) il segno di MQ — NP in modo che dalla (5) ri- 
sulti « — ^p positivo, poiché le (1) porgono M-hN = « — PeMedN sono dello 

P 

stesso segno. Posto jr'= — ff, avremo 

Y = AQ (M + %») (y'- H») , 
e dovrà essere jf* > ff se AQ è positivo, e y^<i H* se AQ è negativo. Nel primo 



a 

caso faremo 11 = , il che darà 

^ cos <p 

_ Hsenydy ^_AQ ,,3, j^h^j sen>=^?^^ (M^NH'-Msen'<p), 

^ COS'cp COS*(p ^ ^ ^ cos*<p ^ ^' 

cos'f COS*(p 



1 — y» ' cos'(p— ìiP 1 — H*^sen'<p 

d iinque Tintegrale V dipenderà dal trascendente h — j— ^5 , in 

^ ° *^ Jl — (JL sen*9 v/(l — e sen' <p 



M 1 



cui sarà ^'=5rrNr>' '^=r=:rff- 

Rimettendo il Talora di H* si otterrà 

,.„. . MQ Q 

<*^' '^ = MQ - NP ' ''=pn5' 

Ora P e Q hanno contrarj segni e però P + Q è numericamente minore di Q ; 
d* altra parte P + Q per la (6) è positivo : dunque il parametro [i è negativo se Q 
è negativo, ed invece è positivo e maggiore di 1 se Q è positivo; dunque suppo- 
nendosi AQ positivo e quindi Q dello stesso segno di A, il parametro /x è loga- 
ritmico per A positivo e circolare per A negativo. 
Nel caso di AQ negativo, faremo y := H cos (p onde 

ày= — H sen ^d (p, 
Y = — AQ(M-+-NH» cos»(p)H*8en> = - AQH*sen»(p ( M H- NH*— NH* sen*(p) , 

1 1 1 

1— y' ~ 1 — H» cos'(p "" 1— H"^-H*sen*(p^ 
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NH» H* 

« P<»^ <^= M . Ilio. > /* = — 



M 4- NH" ' '^ ~ 1 - H* 

l'iolegrale V dipenderà da un trascendente ellittico di terza specie che avrà e per 
modulo e fx per parametro. Rimesso il valore di H', sarà 

iA^\ . NP P 



NP-MQ' '•— P4-Q' 

e per le stesse ragioni ora accennate sarà fi positivo e maggiore di 1 se P è po- 
sitivo, e sarà negativo se P è negativo. Ma essendo PQ e AQ negativi, avrà P lo 
stesso segno di A: dunque il parametro fi sarà positivo e maggiore di 1 e quindi 
logaritmico se A é positivo, e sarà negativo e quindi circolare se A è negativo. 

7? Le formole (2) e (5) divengono illusorie quando «, -h «a = «3 H- «4 ; ma 

1 
facendo x= -{x^-h x») -hy 9 si ottiene immediatamente dx = dy , 

X = A(j^~l(aj.-aj,)*)(y»-i(x3-aj4r)=Y, 

e rintegrale 1 -^= prende la forma | (K + K'y + K'y)~7^ ^^ ^^^ derivano sola- 
mente trascendenti ellittici di prima e seconda specie. 

La riduzione esposta divien pure illusoria quando A = 0, cioè quando il po- 
linomio X si riduce al terzo grado. Si supponga X = aa?'-t- bx^-j- cx-h di ammes- 
teremo che d non sia nullo poiché altrimenti si farebbe x ^=x' -{- h e sì trasfor- 
merebbe X in un altro polinomio avente un termine costante diverso da zero; ora 

1 

porremo x = -, e avremo 

fTda; _ f(r ^^ ^''\ ^ 

cosicché la questione non differirà da quella che presenterebbe l'integrale 

se nel polinomio X del num. 1 si supponesse E <= ovvero se una delle radici 
«I » «a » «3 » «4 8i supponesse nulla. Sia dunque «4 = ossia E = , e si fac- 

« -f- fili fK 4- K'ti -4- K"ti* dy 
eia X = -z — ^ : l'integrale proposto si cambierà in I 7. q \a jf » ® ^"®" 



PURA ED APPLICATA. 13 

810 si farà dipendere da 1 ^ L\ JY * '"^"* ^* i . i_ ^yv J^ • Ma Tequazio- 
ne di condizione 

(a — «3) (P — «4) -+- ((3—%) (« -«4) = 

1 ai3 , , 

diverrà - «3= --^ , e le (1) daranno 

2 a -h p 



onde I ^. . Y ^ (M -1- %•) («'- 13'»'). 

Dunque 

f dy _ a r_ ^2 

integrale che si riduce a trascendenti ellittici di prima e seconda specie (*). 

Pertanto non si trova in questi due casi particolari alcun trascendente ellittico 
di terza specie. 

JTdx 
—= ^'^!^^ on trascendente ellit- 
tico di terza specie, il suo parametro è sempre logaritmico se il termine più ele- 
vato kx^ del polinomio X è positivo, è sempre circolare se quel termine è negativo. 
A conferma della seconda parte citerò 1* esempio dell* integrale 

y^ r (3g — 5)* dx 

J^(2a;*— kx -H 1) (K%x --- Al -^ 12a;") 

fatto X = 1 ~ , SI avrà 

4 — 3» 



ri ày 



e poscia 



9 v/(4 - 3f) (2 - y») f/ i+Ì!L^!izl!2!\ *»» 

8 4-3» JVie-V 8 )\/H-Zy*){Ì-y')' 



(*) Se X è un polinomio di terzo grado, si trova indicata anche la sostituzione più semplice x:=x» 4* y 1 
essendo x» una radice reale dell' equazione X = 0. Ma questa sostituzione non produce la trasformazione 
voluta quando le altre due radici sono immaginarie, e inoltre non potrebbe usarsi quando la variabile x 
deve passare per valori minori di x». 
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laiche Tinlegrale da cui può derivare un trascendente ellittico di terza specie sarà 
solamente 

4 dy 



i 



16 - 9i^ V^(4-3i,') (2-t,') 

4 2 3 

e posto y* = - sen*<p , e* = — , fi = -, si trasformerà in 

ó o 4 



v/^Ji 



d(p 



f/.sen*(pv/(l— c*seu'(p) ' 



trascendente ellittico di terza specie il cui parametro [i sarà circolare essendo com- 
preso tra 1 e il quadrato e* del modulo. 

Richiamando le equazioni (8) e (9) si vedrà che il modulo e dato dalle for- 
mole (10), (11), (12) e (13) si può esprimere facilmente per mezzo delle radici 
u,, tt,, tt, della ridotta (7). Si esprimerà pure per mezzo delle slesse radici il pa- 
rametro fi 9 potendosi con quelle esprimere i coefficienti M, N, P, Q, poiché si ha 

B E 

X^-h «aH- ^3+ ^4 ~ ~~ T » XiX^X^X^ = y , X^X^-i- X^X^= U^ , 

B' 

(«,-!-«,— «3— a;4)*=(a?,-ha;aH-a?3-H«4)*- 4 {x,-hx^) {x^+x^) = -^^ — 4 (u, -+- th) 

e quindi le equazioni (1), (2), (5) somministreranno a, {3, M, N, P, Q. (Veggansi le 
citale Memorie del Barone Plana e del Prof. Toriolini). 

9? Il caso delle radici tutte reali è stato trattato nel num. 5 in un modo sem- 
plice che dispensa dalle sottili considerazioni e dalla discussione alquanto lunga del 
metodo adoperato dal signor Richelot. La sola avvertenza che occorre è quella di 
prendere per u^ la maggiore o la minore delle radici della ridotta secondo che A 
è positivo negativo. 

Nel caso delle radici tutte immaginarie può usarsi una sostituzione più semplice 
di quella del num. 4 a cui ricorse il Plana credendo di abbracciare con essa am- 
bedue i casi delle radici tutte immaginarie e delle radici tutte reali. Essendo MQ 

p 

positivo, basterà prendere nella (9) un valor positivo per MQ — NP,efare t/'= ^lang'^j.: 

. , . MQ-NP P-4-Q 

SI avrà (f jj^ , /*==— Q" ^ 

e il parametro /x sarà positivo e maggior di 1 e quindi logaritmico. Il confronto 
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delle due sosliUizìoni condurrà alla sostituzione di Landen ossia alla trasformazione 
di Lagrange. 

Si possono anche ridurre tutti i casi al solo delle radici tuite reali e anzi a quello 
più particolare in cui il polinomio X sia di terzo grado, divisibile per a; e per al- 
tri due fattori reali di primo grado; poiché se si fa y*== z si ha 

dy ^ |dj 

V/ X ^ )/kz (M 4- Nz) (P H- Qi) 

e quindi il differenziale -j= si trasforma in un altro -= , dove il polinomio Z sot- 
toposto al radicale e il prodotto dei tre fattori reali A2, M + Nx, P + Qz: questo 
si potrà dipoi nuovamente trasformare come fu indicato nel num. 7. 
10? La sostituzione di Jacobi (Creile, tom. 55, pag. 1) 

(ar*H- 2te -h e) y*-i- 2 {a'x^-h 2b'x -h e') y -h o"«*-h ^b"x -f- c"= , 

può servire a cambiar il caso delle radici tutte reali in quello delle radici tntte im- 
maginarie. Supposto infatti a'— b'= c'= 0, e preso 

X = — (ar>-h2te -f- e) (aV-f-2i«a; 4- e") , 

Y = (6y»-H b'r- (ay*4- a") (cyV e") , 

si avrà-== r=r; ma introducendo le radici x^ e x^, «3 e x^ delle equazioni 

ax^-h 2005 4- e = , o"aj*H- 2b"x 4- 0"= , 
si potrà scrìvere 

4Y = [a («,4- «,) y»4- a" (0:34- «4)]'— ^ («^"-H «") (<w?.«ay'-H o"aJ3a?4) 
= o» («,— ic,)y 4- 2aa" [(a?, 4- «,) (ÌC34- «4) — 2ic,«,— 2a;3aj4] yVa"* («3— «4)*, 
laonde Y potrà risolversi in due fattori reali M 4- Ny*, P + Qy*, se sarà 
[(ic,4- «a) (iCt4- «4) — 2ic,«,— 2iC3a54]*> (at,— «,)' («3— «4)* 

ovvero (tt,4- «3— 2tt,)*> (u,— «3)*, 

o ancora (ti, — u,) («,— U3) > 0. 
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Prendendo u, maggiore o minore di u^ e di u, si adempierà questa condizione, e inol- 
tre prendendolo minore nel caso di aa" positivo e maggiore nel caso di aa" nega- 
livOy renderemo sempre positivo ii coefficiente di y nella espressione di AY, sicché 
essendo positivi ancbe'gli altri due coefficienti nel caso supposto delle radici x^jX^yX^fX^ 
tutte reali avremo 

Y = (M + Ny«) (P -+- Qj') 

con coefficienti M, N, P, Q tulli positivi. 

óx ÓtÉ 

11? Quando si è ridotto -~= a -j== come nei num. 2 e 3 , si può con una 

sola sostituzione per tutti i casi di radici reali e immaginarie passare alla consueta 
forma trigonometrìca dei trascendenti ellittici. Imperocché si può rappresentare Y 
con a (y*-f- p) (y*4- q), e basta porre 

intendendo con X una costante da determinarsi che abbia lo stesso segno di a af- 
finché tang I ^ sia reale per tutti i valori di y per cui é reale ^ . Ne dedurremo 

!/*■+- {p — ^ tang* I ((/) ^-- Xg tang» H/ = 0, 

y*= - é (P - ^ tang* 54') ^ V^{(jp — X tang» l ^f-i- \q tang» J ^ ; 
e avremo d' altra parte 

dunque 

dy d^J; ^T <^4^ 

yY "" 2 cos* i 4* (2y'-|-/) — X tang' | ij/) ^ V^(pcos* | if—X sen* | tj;)»-+- Xg sen'O;' 

Ora se a, p, q hanno lo stesso segno, potremo supporre p* >• 9*, e prendere X=:p, 
il che darà 

p cos* I <|/ — X sen* | 4/ = pcos J/ , 

(p cos* i (|/ — X sen*i i|/)*-+- Xg sen*ij/ = p* cos* ^ -^-pq sen*^ , 

e fatto S-Il£2 == c% si avrà 
P 



Vp^ cos»if -^ pg sen*if == p V^l — e* sen'if. 
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Se p e g baDiio uno slesso segno eonlrarìo a quello di a , polremo ueon siip> 
porre ji^ >> 9*» ma prenderemo l -= — p, onde 

pco^ii — Asen«|*=p, (pco8*J*-.Xsen«|+)«+3lgsenV-»|i^— jpgsen**, 

e fatto - =s ci* rìsidlerà 

P 

Da oltiflM) se p e 9 luumo eontraij segni, sopporremo p di segno contrario ad a» 
e faremo X ss — p^ onde ayremo ancora 

(p eoa" I f — X sen* H) V >g senV » f^— n sen'if'; 
indi ponendo 

* = *« — ?. jpg = — m*, -p— -p=c», 

otterremo 

^^^^"pg«?J = m ^1 — c^ sen'^. 



Tom. VI. ». 1. ^ 
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NOTA r. 

DI ENRICO EGGEIl 1)1 PAVIA 

INTORNO AD UN MODO DI CONDURRE LE NORMALI E DI DETERMINARE 

I PUNTI DELL' ELLISSE. 



Sia OG = a + ^ = 2p ii raggio d* un cilindro, il suo centro come pure To- 
rigine delle coordinale ; OG si supponga nella direzione delle ascisse positive. Descri- 
vasi sulla OG come diametro un circolo ed avvolgasi questo circolo entro la con- 
cavità del maggiore. Il punto G della sua circonferenza percorrerà dnranle la rota- 
zione, com' è noto, il diametro GOG'= 2 (a + &)• La ipicicloide accorciata, che un 
punto qualunque dell' area circolare di raggio p descrive, è una Ellisse. Sia A la po- 
sizione primitiva di questo punto sulla OG ed AG = blb'<^ — - — j la 
stanza dal punto G di contatto dei due circoli. 



sua di^ 




La Ellisse che per 1* avvolgimento si descrive avrà, com'è noto, in il suo cen- 
tro ed OA = a sarà il suo semiasse maggiore, b «= OB, preso sull'asse delle y il suo 
semiasse minore. Osserviamo una posizione qualunque del circolo mobile di raggio p, 
e sia quella ove la retta che unisce il suo centro C coli' origine fa un angolo 



COG ==^ ? (<p "< Q P^r semplicità j coli' asse OGo;. 
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Prolungando la OC dalla parte del primo quadrante, sia D il suo incontro col 
circolo fisso. Da questo punto D, contatto dei due circoli generatori, s' abbassi una 
perpendicolare DE sulla OG. È chiaro che anche in questo punto E il ciru>lo di 
raggio p e centro in C segherà, e per la seconda volta, la OG , e che l'arco DE è 
eguale in lunghezza all' arco DG. Congiungendo quindi la CE e fatto sulla mede- 
sima EM = b avremo in M un punto dell' Ellisse richiesta. Si conduca la DM; sa 
rà dessa normale all'Ellisse in M per la nota proprietà di tutte le Cicloidi, Epif.' 
cloidi, ec. Si prolunghi la DE sino all' incontro F col circolo di raggio (a-h b) i 
si tiri la OF. Ora dico che la continuazione della normale DM segherà costantement 
sulla OF una porzione OH = (a — A). Infatti 1' angolo COE = DOE = (p = EOF, 

parimenti DCE=2(p=D0E -h EOF = DOF ed essendo quindi CM = CE -ME = ^' 

si deduce pel parallelismo OH == a — b. 

» Descrivendo dunque dal centro d'una Ellisse due circoli coi raggi a + ^ ed 

» a — b, cioè colla somma e differenza dei semiassi , si potranno , congiungendo 

» punti corrispondenti D ed H presi nelle circonferenze dei due circoli suddetti so- 

» pra rette egualmente inclinale verso l'asse maggiore, tracciare a piacimento rette 

» normali all' Ellisse. Il punto medio M della DH è un punto dell'Ellisse , e cosi 

» descrivesi V ellisse per punti. » 

NOTA 2^ 

La Trajettoria deW UgerUo, ortografia della curva pei carsi dei cunei 

nelle volte a botte óbhlique, è V Evolvente 
della Catenaria. 

Data la equazione della catenaria nella sua forma più semplice 



=l('^+*'^ <*> 



si conducano pel punto 0, origine del sistema cartesiano, i due assi Os, Ox delle 
coordinale. Sia A 1' incontro della 0% colla catenaria (1): è questo il vertice della 
medesima , come per x = dalla (1) risulta Zo= OA = r raggio osculatore nel 
vertice della curva. 

Sia m un punto qualunque della Catenaria preso nel primo quadrante. S* ab- 
bassi sulla Ox la perpendicolare mp = Z^^. Condotta quindi pel punto m la sua tan- 
gente mt (t intersezione della tangente colla Ox) si \\ri pm! perpendicolare alla me- 
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desima. L* incontro m' di qoesU perpendicolare colia tangenle mt è un punto della 
Evolvente della Catenaria. 

Infatti si ricava dalla equazione (1) lo sviluppo dell'arco 8 della Catenaria 

« «-= r lang ^ (2) 

chiamando ^ V angolo nUx che la, tangente mt fa colla parte positiva della Ox, 
Dal triangolo rettangolo mm'p risulta 

mm'= m'p' Ung {tn'pm) =^ m'p- tangf 
Essendo però 

m'p <== mp. cos 7 = Zj 



— ip-l0-7% 



er-hC 



m'p^r. j -Ti xrr-=»r 



y/iT'prT^ 



m'p = r: cosi avremo anche mm' = r tang f e sarà parimenti preso riguardo a (2) 
mm'= 8 come si volea dimostrare. 

La Evolvente della Catenaria ha il pezzo m'p della sua tangenle costantemente 
eguale ad r, sarà dunque la medesima la Tfajetloria ortogonale dell* Ugenio. Tutte 
le serie di semicircoli. descritti col raggio r ed i di cui centri sono nella Ox 
(assintote della Trajetloria) vengono dalla medesima segati normalmente. Sia uno di 
questi semicircoli curva direttrice d* una superficie cilindrica obliqua qualunque. E 
chiaro che la curva sezione di questa superficie colla superficie cilindrica ortogonale 
di cui è base la Trajetloria sarà nella superficie cilindrica suddetta (intradosso d'una 
volta a botte obbliqua con prospetto circolare) al certo una delle curve gobbe dei 
corsi dei cunei. Queste curve si possono considerare come |e intersezioni delle su- 
perficie gobbe dei letti dei cunei colla cilindrica dell' intradosso r 

Premesso w per l' angolo costante che esprime 1* obblìquità della volta a botte, e 
che è eguale a quello fatto dalle generatrici della superficie cilindrica obbliqua con 
rette perpendicolari al piano ortografico, si ricava facilmente per V angolo y che una 
tangente della curva dei corsi o Trajettoria ortogonale nello spazio , fa nel punto M 
{e la cui ortografia è m*) colle generatrici suddette, la relazione 

sen y =» sen w. cos 9 
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Nella pratica applicazione delle volle a bolle in isbicco si sosliloisce alla Tra- 
jelloria ortogonale, la Elica, TanUggiosa sosti lozione, se possibile, essendo, com*f 
noto, rettilineo lo sviluppo dell'Elica in on piano. L* errore che per 1* inlrodozìooe 
dell' Elica pei eorsi dei canei, si fa, è di poco rilievo quando la semidiflerenza Ira 
l'angolo 7 ali* imposta della volta e quello T =:> « in chiave cioè G = | (w — 7) 
non oltrepassa 5* o 6*. Per approssimazione s* assegna allora per curva dei corsi 
dei cunei una Elic^ che nello sviluppo della superflde cilindrica inlradossale s^ 
qual linea retta le generatrici della volta e fa con quesle P angolo 



v = 



w 



2 



NOTA 3*. 

la agghmta a quMi ed Profesior ÀixardU intii o l a t a « Alcune proprietà 
d'urna curva ùraseeudenie,» Tom. V, pag. 72. 



Si ponga nelT equazione polare deHa curva invece di - il raggio p = AB e noi 

z 

sen 9 
avremo r = p -. • • (1) U rapporto geometrico del seno all' arco esistente nelTe* 

« 
quazione rappresenta moltiplicato con p la distanza del centro di gravità dell' arco 

2pf = BDC dal centro del circolo di raggio p. Si conduca pel punto B, le cui or- 
dinale polari sono fs=o,r = p, la BC perpendicolare al rag^o vettore AD d'un 




punlo qualunque m delia curva. Sia C i' altro segamento della perpendicolare colla 
circonferenza del circolo di raggio p. Sopposto r^ per distanza del centro di gravità 
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ileir arco BDC dal cenlro A, avremo perciò la noia relazione ~ = ^ e so- 

P are. BDC 

sliluendovi i valori corrispondenti si ricava r,= p. ?- • È chiaro che sarà r,= r- 

la curva trascendente (1) altro non è che il luogo geometrico dei centri di gravità 
dei successivi archi circolari di raggio p. 

Le infinite ovali tutte tangenti fra loro al polo A che col ramo principale della 

curva (parte compresa fra i limiti <p = 0e<p = 2. -l formano la curva trascen- 
dente s'avvicinano sempre più col crescere dell' angolo 9 ad un circolo assintotico 
di raggio zero. Infatti supponiamo che p e 1* angolo <p = 2^?: -4- 9' crescano ali* in- 

P » 
finito (p = 00 e ^ == 00 ) sicché il quoziente - s avvicini vie più al numero irrazio- 

naie a avremo r = a sen <p' cioè un circolo di raggio- e che è tangente all'asse 

ABy in A. 

Dividendo per metà 1' angolo che il raggio vettore d* un punto in cui r è un 
massimo e nel quale il raggio vettore è normale alla curva, come nella nota del 
Professor Azzarelli fu dimostrato (<p = Ung <p), si ottengono nei segamenti delle bis- 
settrici di questi angoli colla curva punti le cui ordinate y sono un massimo o mi- 
nimo. Si ricava dall'equazione 

éy d.r.cosf p 2(p.cos 2(p — sen 2(p 
d <p d<p 2 <p 

la relazione 

2<f s= tang 2f . 

Una costruzione assai facile delle tangenti, dato un punto della curva, è la se- 
guente. 

La equazione polare della tangente nel punto m della curva sarà 

!i^ f^ (2) 

r sen (pi -f-9 — 9') 

Qui s'indicano colle r, e f , le coordinate variabili della tangente : con fi l'angolo 
formato dal raggio vettore colla tangente e per questo esiste la relazione 

r d9 9. tang. 9 
tang. fi =-j^ = -^ — -^-J- : 
° ér 9 -- tang 9 
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Gnalmente avremo nella (2) per (p ed r = - ^le coordinate d*un punto qualun- 

? 
que m della curva (1). 

Si pongano nella (2) le coordinate del punto C cioè r,= pe<p,= 2<p e si ve- 
drà ch'esse fanno identica la medesima. Infatti s'ottiene in questo caso 

p sen fi tang.fA ^ .lang.f 



r sen (fi — <f) tang.fA.cos<p-sen(p <psen <p — sen f (9 — tang.f) 

P_ ? 
r sen 9 

e postovi per r il suo valore avremo l'identica 

y ^ ? 

sen 9 sen 9 

Questa costruzione sta in relazione evidente col l'eorema dimostrato alla fine 
della Nota del Professor Azzarelli. 

Dal sin qui detto risulta che la tangente in un qunto qualunque m della curva 
passa eziandio per quel punto C del circolo di raggio p, il cui raggio vettore fa 
l'angolo doppio 2<p coli* asse polare. 

Dair equazione della curva (1) nella forma rtp^psen^ si ottengono differen- 
ziando consecutivamente tre volte le seguenti r'<p -+- r = p.cos 9; 1^9 -f- 21^= — p sen 9; 
r"'<p 4- 3r'' = — p cos 9 ; dalle quali per 9=0, ovvero pel punto B della curva si 

ricavano r = p^ r'= 0, r"= — ^. Il raggio P del circolo osculatore in B sari adun- 

ó 
3 3 

que P =3 a ^ ^ , => -^ * Questo valore ci offre un mezzo onde assegnare approssi- 

mativamente il centro di gravità d*un arco piccolo. 

Facciasi AE = 7 ed avremo descrivendo còlla EB = -/ un circolo nel!' incon- 

4 4 

Irò Mi del medesimo colla bissettrice AD deir arco BDG il centro di gravità ri- 
chiesto , sempre supponendo però 29 arco piccolo. Onde esprìmere algebricamente 
questo risultato sia AM,= r. avremo dal triangolo AEMg 



•,= ^/c08<p-f V^(8 -h C08* ^) j 



(3) 
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Il valore approssimato 9, per lo sviluppo dell* arco corrispondente a r^ si ottiene 

dalla equazione n?? =" ^ ^^^^^ ^C = ^^ sarà 

2cp 8p sen <f 



9m = - = J.- y 



r, cos 9 -f- y/(8 -f- cos' ^ ) 
a,= e ^ — cos (p + v/(^ •+• cos* 9)) 

Il valore geometrico di 9, verrà pia sotto esposto quando s'accennerà alla re- 
lazione di reciprocità che esiste tra la equazione (1) e quella della trascendente 
del Dinostra to (quadratrix). 

Introdotta la freccia DT = h delfarco BDG nella formola (4) avremo 

Un valore più approssimato ed algebricamente più semplice per la lunghezza 

BDG R 
dell* arco BDC si ottiene applicando la formola (4) al sem'iarco BD «a ss -i • 

Infatti ponendo in questa formola e e» p sen 9 risulta primieramente 



e per 9 posto ^avremo 



*i_ P8«»?^ 



^(8pWÌ-4-P«!!^) 



2 2 

e templificando coll'introduzione dei valori e*»e }i^^ c*=» BD'<=s 4p* sen* ^ si ricava 

finalmente 

5i= — C4- v'iSc*^- e*) 
oppure 

«j= — e -+. v^(8fc*-f. 9c*) (5) 

Se con s si rappresenta il vero valore dell' arco sviluppato BDC si vedrà più sotto 
dimostrato che deve sempre essere s^-^^. 

Parimenti sarà sempre r,^f >»p— ^ pel valore approssimato ottenuto alla (4). 

Si può però ottenere facilmente con altro metodo un valore approssimato Vi^r, 

Si conduca la AK bissettrice dell'angolo BAD e sia K il suo segamento col cir» 
colo di raggio p. Si tiri quindi la corda BD il cui punto medio, incontro della BD 
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cdla AK» chiamo L. L' incontro della corda BC => 2c colla AD è il punto medio T; 
m, sia il centro di gravità dell' archetto circolare BKD = p<p. Abbassata la perpendi- 
colare m^ M, sulla AD avremo M^ centro di gravità dell' arco doppio 2BKD = 
BDG s== 2pf . Per la costruzione conducansi ancora la corda KD e la KN perpendi- 
colare alia AD. N è il punto d'intersezione di questa perpendicolare colla AD ; fi- 
nalmente supponiamo per brevità Km^» s„ DM^» z e le freccie KL »= ^,y DT xs ^ 

z z 
Per archi piccoli sono ai centro sensibilmente eguali i rapporti: r^"»"?* (6) 

/ii h 

£ chiaro quindi che noi avremo DMa««z=DN4-NMs= DK. sen j -f- Km^ cos~ 

4 2 

% s32p sen" ^ -f- z* cos ^. 

e coir ajuto dell' approssimata (6) segue 

Per le sostituzioni ^,=« p 1 1 — <^^|) i ^ = p (1 — cos <p) si ottiene con breve 



riduzione z == 



2 H- cos ^ 

9 C 

Fatto BDsse, e cos^ » cos DBC ^= - si ottiene 

2 e 

e 
he . 2 



e -f- 2c e 



h, -. (7) 



La distanza z del centro di gravità dal vertice D dell'arco è approssimati va- 



e 



mente quarta proporzionale della freccia hy semicorda ^ dell' arco BD, e della som- 

c 
ma « H- 2 • 

«\ I sen 9 

Per questo valore si trova ra=p — z^r^p — i 

? 

e qumdi r.=s p — % e=s—- ...^.-. ss ^ — . '- 

^ * ^ 2/i e -h 2e 2/i (e -4- %e) 

Tom. VI. II. i. 4 
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Come col primo vaiore approssimato r, avremo ora lo sviluppo 8^ dell' arco BDC 

* * r, ' 2fc ex (e -h 2c) (e -h 2c) 

e -h 2e 
«,= 2e ^^ » (8) 

Queslo valore s^ può essere facilmenle costruito con triangoli simili e portalo 
sulla tangente nel punto B a partire dal medesimo. 

Per conoscere più esattamente Terrore che con ciascuno di questi valori ap- 
prossimati si fa serve il seguente sviluppo. 

Abbiamo trovato s,= — c-h y/(8fc*-H9c*) 

e per « facilmente si ottiene facendo c*= fe*-h c*= e* (1 -+- u*), come pure h =cu 



per cui sarà Ung^ 



9 A 



e 



= 2c I u H — j are [lang = u]. 



* .3 . 1 .5 4 



Risolvendo are. (lang = tt) = t* — -«^ -f- -u* — -u' H- ... come pure i ra- 
dicali ^(1-f-u*) ^\/(^ + Q^') ^^^^^ formola suddetta per «, e s, avremo con 



brevi riduzioni 

s 



e /m 2, 2, 2. 2. \ 

,.= 2c(l+|«>-^u4+i^^u«-...) 

,,= 2c(i^|u»-.lu^4.jf3«<^-....) 
Trascurando le seste potenze della fanzione al certo piccola u = taDg^ segue 
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e si ricava ancora 

j,— « 3 2, . 

— — . «= - come pure s — *i = ^ (*a"" *i)* 

Ecco la relazione di reciprocità tra l'equazione (1) e quella della curva trascen- 
dente del Dinostra to. 

Si supponga la secante BCde* per asse d'un nuovo sistema di coordinate polari. 
Un numero infinito d' archi circolari passino pei due estremi B e G della secante. 
A partire dal punto B si trasportino sulle rispettive tangenti i loro sviluppi. Qual'é 
il luogo geometrico degli estremi di queste rette? 

Si conduca nel primo quadrante pel punto B una retta qualunque BG» e chia- 
misi ^ r angolo GBC. La BF perpendicolare alla BG sega in F la retta AD bisset^ 

BC e 

irice dell' angolo BAG. Si descriva col raggio BF ■= rr r = r- \* arco BD*C , 

" ° 2sent|' sen t(* 

sarà questo un qualunque degli innumerevoli archi circolari suddetti. Prendendo 

sulla sua tangente BG la Bfx =r= R eguale allo sviluppo dell' arco BD'C , sarà fi un 

punto della curva richiesta. Si ricava adunque R = — ^ nota equazione polare 

della curva del Dinostrato. 

Si ottiene facilmente pel vertice CP =s 3c qual raggio osculatore; e prolungata 
la GB sino ad H, sicché HB = e» e descritto con HC = 3c = P un arco di circolo 
avremo approssimativamente sulla tangente Bn del circolo di raggio p Io sviluppo S 
dell'arco circolare BDG. Dal triangolo HBn segue 

3 = 01— 'coscp H- ^{S -t- C08* 9) I =3 a, 
come dalla (4) è chiaro. 
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SUR LES TRAJECTOIRES SOUS UN ANGLE QUELGONQUE DONNE, 
D'UN SYSTÈME DE GONIQUES, PLANES ET SPHÉRIQUES, 

HOMOFOGALES. 

PAR 

M. WILLIAM ROBERT» 



i? Noos emploierons poor la solution du problème propose , la mélhode des 
coordonnes elHpliques, qoi se prete très avaotageasement aax rechercbes de ce 
genre - Gonsiderons, en premier lieu , le cas de coniques planes - La position d'un 
point {fAf v) est determinée dans le systéme ellìptique , par l'inlersection d'une el- 
lipse (26 est la distance donnée entre ies foyers) ayant pour équation, 






avec une hyperbole homofocate 

Soient dSf ÙM^f Ies élémens des arcs d'une hyperbole v, et d'une ellipse fi, respec- 
tivement et l'on aura 



Il est évident que deus courbes données par Ies équations différentielles, 

Md« 4- Nd«' = ìHds 4- ms' = 

s'enlrecoupent sous un angle a, ayant -^^^ ^^^ pour tangente trigonomélrique. 

MM ■+" WW 

Il s'ensuil dono qu'étant donnée une famiUe de courbes ayant pour équation 
differentielle, 

Mdfi + Ndv == 

l'équation de la famille coupant Ies courbes de celle-ci sous un angle donne» oc, sera 
Md/« 4- Ndv 4- un« ji/^^^Nd^— y^^^Mdvj == . 
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Supposons mainlenanl que M = 1 , N = , et nous Irouverous pour Téqualion de 
la famille de courbes coupanl le syslème d*ellìpses homofocales, fx =s const: sous un 
angle conslant a, 

dfji lan «dv 



^/^z^-y/grr? 



= 0. 



Celle équalion 8*inlegre loul de suile, el nous donne pour ies irajecloires clicrchées 
la formule suivanle , 



(^ + v/?irpr'" = ce»"' ("" = '> 



C designenl une constarne arbilraire. 

On arrive ainsi de la manière la plus simple, au résullal Irouvé par M^ Mai- 
nardi (Annali di Scienze Malemaliche e Fisiche lom. I. pag. 251.) 

2? Dans le syslème des coordonnées elliplico-sphèrique la posilion d*un point sur 
la spbère 

a;*-f- y*H- 2*= 1 

esl delerminée par Tinlersection des coniques spbériques homofocales, siluées sur 
Ies cònes orlbogonaux, 

fjT fi — b e — fi V b — V* e V 

ò el e elanl deux conslantes données, doni e esl la plus grande. Remarquons ici 
que si !*on designe par 2 7 l'are de grand cercle joignanl Ies foyers du syslème 
elliplique , on aura e sin 7 = b, Soienl aussi ds , ds' Ies élemens des longueurs des 
coniques v el fx respeclivemenl el !*on sail que 



De la méme manière precisémenl que nous Tavons fail pour Ies coniques planes, on 
peul démonlrer qu*élanl donnée une famille de courbes ayanl pour équalion 

Mdf* -h Ndv = 
Téqualion des Irajecloires de ce syslème sous un angle a, sera 
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Pour en lirer l'équalion des Irajecloires d*un syslème de coniques sphériqaes ho- 
iDofocales, faisons M == 1, N = , ce qui noiis donnera pour Téqualion cherchée, 

àfjL lan «dv 

= 0. 



\/(y^— b*ì (e*— /) \/W^') (e*— V*) 
3? Si Ton pose 

'' = e' C08'fl + b' sin'9 ' "=*«»?. 

Téqualion qu'on vieni d'oblenir peut s'écrire, dans la notalion des fonclion ellipliques, 

F (fe,0) — lan « F (fe',<p) = C 

où les modules k el k', qui soni complémenlaires soni respeclivemenl égaux à 

e 

et à - f el où l'on désigne par C une conslanle arbilraire. Il esl assez remarquable que 

celle équalion, qui esl Iranscendenlale en general, devienl algébrique dans un nom- 

hre infini de cas, ce qui n'arrive jamais pour les coniques planes. Supposons par 

1 

exemple que k = fe'= . — ; , ce qui re.vienl à dire que Tare de grand cercle joi- 

V 2 
gnenl les foyers du syslème elliplique donne esl égal à 90*, el soil tan oc => m , 

m élanl un enlier quelconque, ou bien une fraclion ralionelle. Alors l'équalion 

F (sin 45%5) — m F (sin 45%<p) = C 

en verlu de la propriélé fondamenlale des fonclions F, peul élre remplacée par une 
relalion algébrique enlre jui el v, ce qui nous conduil au Iheorème que voici. 

Etant donne un système de coniques sphériques homofocales, la distance entre les 
foyers étant égale à 90*, les trajectoires de ce système sous un angle doni 
la tangente trigonométrique est un entier^ ou bien une fraction rationelle, se- 
ront des courbes cdgébrique, 

Dans le cas parliculier où Ton a m =? 1 , ou ce qui esl la méme chose, a = 45°, 
réqualion des Irajecloires d'un syslème de coniques lei qu*on vieni de considérer , 
sous un angle de 45® sera, en désignenl par 9 un angle conslanl, 

/a>fx cos ò = ^(6*+ fi*) (ò*— V*) 4- ^1 — I sen"a \/fi'— 6». v. 
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Supposons encore que k'= ^~2 — 1- Alors récliclle de Lagrange nous donne 

F (fc,e) = v^ F {k',^) 
G el <{' élant liés pour la relation 

sin (2<|; — 9) = (v/2'— 1) sin B . 
Par conséquenl Téqualion des irajecloires devienl, dans ce cas, 

^F (k,^) — lan «F (fe',(p) «= C. 

Si Fon suppose en oulre, que lan a = m ^ m élanl un enlier quelconque, ou bien 
une fraclion ralionelle, celle équation prend la forme, 

F (k,^) — m F (k,ff) = C 

et elle équivant à une relation algébrique enlre les fonclions trigonomélriques de ^ 
el f , ou bien encore enlre jui el v , eu égard a la liaison algébrique d*aprés la- 
quelle ^ dépend de 9, Yoici donc le Iheorème qui en résulle. 

Etant donne un système de coniques sphériques komofocales, dans lequel le sinus 
de Vare moitié de la distance des foyers a ^-- 1 pour valeur — les courbes 
trajectoires d*un tei système sous un angle ayant m ^pour tangente trigono- 
métrique, m étant un entier ou bien une fracUon rationelle, sont algébriques, — 

Supposons pour dernier exemple que k= sin 15^ c*esl à dire soil Tare joignani 
les foyers égal a 30^. Alors 

F(M = V^F(^',(p) 
où les anipliludes o salisfonl à la condilioo. 



lan i (» -H (j)) = I — 



2 ^»«? 
el réqualion des trajectoires peul s'écrire ainsi 

V/ 3 F (fc,0) — tan « F (fc,©) = C 
ou bien encore, en faisant lan oc = m ^ 

F (k,9) - m F (M = C , 
d'où il résulte le Iheorème suivanU 
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Etant donne un sistème de coniques sphèriques homofocales y l'are de grand cercle 
joigneni le$ foyers etani de 30^, Us courbes trajectoires d'un tei système sous un 
angle doni la tangente a m ^ pour valeur , m étant un entier ou bien une 
fraction rationelle, sont algébriques. 

Panni les belles recherches de Abel sur les Irasrornialions modulaires des fono- 
lions ellipliques de première espèce, on Irouve ce Iheoréme fori remarquable — Si 
une fonction F peul se transformer en une aulre a module complémen taire, le rap- 
pori des deux fonclions sera la racine carrée d*un nombre impair — Pour chaque 
nombre impair il existe un module particulier , qui dans nolre recherche actuelle 
fournira une distance particuliére enlre les foyers du système homofocal — Il ré- 
pondra dono a chaque valeur particuliére de y , délerminée ainsi , un nombre impair 
2j)-f-l: et les trajectoires du système homofocal dans ce cas sous un angle doni la tan- 
gente est égale à mv/2p+ 1, m étant une entier ou bien une fraction rationelle, 
seront algébriques. — 

4? D*une manière parfaitement analogue, ou peut déterminer les trajectoires sur 
la surface d'ellipsoide, des lignes de courbure sous un angle quelconque donne — 
Soit p le demi-àxe majeur de Tellipsoide donne, et fA,v les coordonnées élliptiques 
qui déterminent la position d'un point sur la surface — Alors une famille de cour- 
bes, donne par l'équation différentielle. 

Mdf£ -h Ndv = 

sera coupée sous Tangle a par une autre famille, representée par Téquation 

Mdfx 4- Ndv 

Il s*ensuit donc que les lignes de courbure fi sont toutes coupées sous un angle 
Constant a par les courbes données par Téquation 



/\/(?rT) (fc?) ''' - '•» - Jv/ o-A ( /- v) '^ = <^ 

College de la Trinile a Dublin. 

le 27 Février 1864. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 

SOPRA LA TRASFORMAZIONE DEL SIC. JERRARD 
PER L'EQUAZIONI DI QUINTO GRADO. 



Nel Dum*. 21 del Quarterly journal of pure and applied Mathematics, e nel 
Bum*. 1® tom. XLI ArMv der Maihemaiik del Sig. Grunert vengono riporUli ai- 
cani paragrafi di una dissertazione Maiematica publicata in Svezia fin dal 1786 , 
nella quale si trova dimostralo che è sempre possibile di ridurre un'equazione di 
quinto grado ad una forma trinomia, con trasformazioni dipendenti dalla risoluzioni; 
di equazioni dì grado inferiore al 5*. £ noto che in questi ultimi tempi il Sig. Jer- 
rard era giunto alla medesima conclusione, cioè che ogni equazione di quinto grado 
si può sempre trasformare in altra che sia riducibile alla forma trinomia 

«'— X — a== 

non adoprando per la riduzione dei coefficienti che radicali quadrati e cubici. Una 
riduzione si interressante, ha aperto la via a risolvere una tal equazione per mezzo 
delle funzioni ellittiche, come ha fatto il Sig. Hermite, Non sarà dunque discaro ai 
lettori dei nostri Annali, che vengano qui riportati i paragrafi VII, YIII, IX, X, XI 
della dissertazione suindicata, e restata incognita ai Geometri per una si lunga serie 
di anni. La riproduzione di una parte di questo scritto ci sembra tanto piò oppor- 
tuna, da che sullo stesso argomento, nel tomo 1° di questi Annali sì trovano pub- 
blicati alcuni articoli, de' quali ne richiamamo gli enunciati: 

1? Sulla determinazione dei coefficienti della trasformata di Tschimaus: applica- 
zione alla ridotta di Jerrard dell* equazione generale di quinto grado. Nota del Pro- 
fessor G. Lavagna , pag. 238. 2? Sulla risoluzione delle equazioni di quinto grado: 
Artìcolo del Prof. F. Brioachi pag. 256 ; Appendice all' articolo sulla risoluzione 
delle equazioni di quinto grado del Prof. F. Brioschi pag. 326. 

Tom. VI. N. 1. 5 
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Il titolo della citata dissertazione è il seguente 

B. cum D. Meletemata quaedam mathematica circa transformalionem aequationum al- 
gebraicarum , quae consent. Ampliss. Facult. Philos. in Regia Academia Caro- 
lina Praeside D. Erland Sam. Bring, Hisl. Profess. Reg. et Ord. publico Eru- 
ditorum Examini modeste subjicit Sven Gustaf Sommelius, Stipendiarius Regius 
et Palmcreutzianus Lundensis. Die xiv Decemb. MDCCLXXXYI. L. H. Q. S. — 
Lundae, typis Berlingianis. 



S. VII. 



Ab aequalionibus quibuscunque cabicis prout nobis libitum fucrit transformatis 
ad aequationes biquadraticas mediante aequatione quadratica similiter trasformandas 
pédé inpffenso progredì licet. 

Sit igitur proposito haec aequatio «*-h n»*+ jm; -h g = = A , in qua ekulat 
tértninus secunduSy ne majoribus, quam omnino opus est, prematur res difficultati- 
hm. Qùod si secundus terminus adfuerit certe eum expellere haad mediocre operae 
pretium erit. 

Sit aequatio subsidiaria «*-|- b%-ha +J^==0 = B; post exterminatam litte- 
ram z erit 



y*-f- Aa 
— 2n 



+ 6a*-*- 6na 



y 






-f- 4a^— 6na* 
2tt^ 



-+- ^pab -H 2nb*a 
-— npb + 2ng H- p* 



y 



-f-a*— 2no'+ n*+ 2g.a* 



4- 3p6a*-+- n^V— 2nj— p'.a 
— pnba — àqb^a — pb^a 
4- gM+ nqb^ — qbp -+- q* 



= 0==C. 
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In hac aequalione facillimo negolio expelluntur lerminus 2:du8 et tertius, si ponatur 

l:mo 4a — 2n = sive a = - et 

3n* 
2:do nò'H- Zpb H- n'4- 2g J" = 0* 

Yerum longe fructuosior videlur exlerminalìo 2:di et 4:ti termini, cum per eam ae- 
qualio biquadratica in quadraticam abeat facillimeque resolvalur. Ad rem eo facilio- 
rem reddendam cum ex iis quae proxime antecedunt, constet, quomodo exterminen- 
tur terminus 2:dus et 3:tius , ponamus hanc exterminationem jam dudum factam 
esse. Ut sic haec aequatio proposi ta 

sit insuper aequatio subsidiaria ut supra 

post extermiuatam litteram z erit 

y^-h 4ay^-f- 6a*+ dpb -f- 4o^+ 4^a 

y* 
2q -H 6abp -H p* 

—pb^— hqh* 



= 0=C. 



+ 0*+ 2ga*-f- 3pòo" 
4- p*a — hqb^a — pha? 
-h gM— qpò -H g* 
In qua aequatione si ponatur a = nec non 

— pb^ — 4gft*-H p* = « D 

necesse est fore ut evanescant terminus secundus et quartus; Quo sit ut haec ae- 
quatio formaliter adhuc biquadratica C fiat materialiter quadratica. 

Valor igitur x^b cum facile innotescat resolvendo aequationem cubicam D, nec 
non valor xny uoscatur post peractam resolutionem aequationis quadraticae G, non 
potest amplius ignorari valor tv 2, qui e tenebris suis eruitur , ubi aequatio qua- 
dratica B resolvatur Q. E. F. 
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S. Vili. 

Quod si quis terminum lerliam el quarlum exlermìnatos volaeril , incarrilur 
quidem in diflicuUalem qaandam primo inluilu haud ita levem el exigaam, quin 
no8 valde sollicilare debeai; Imprimis cum vereri possimus , ne hujusmodi difficul- 
lales in Iransformandis aequationibus altioris praeserlim dignitalis saepissime locum 
invenianl, sintque ad expellendum lerlium, quarlum celerosque terminos forsilan in- 
superabili nonnunquam impedimenlo. Scilicel ad exterminalionem simullaneam lertii 
el quarli termini aequalionis biquadralicae requirilur, ut sii 

i:mo 6a*-f- 3pft -f- 2g = sive h = ^ -i 

3:do 4a^ H- 4g[a -+- 6p6a — pb^ — 4gò'-+- p* = 0. 

Ex quibus ubi exlerminelur sive lillera a sive litlera ò, proficiscilur inde ae- 
qualio quaedam, in qua allerulra harum liUerarum ad majorem dignitalis gradum 
cvecta sii quam z sive quanlilas incognita in aequatione proposita, ut hoc modo ad 
resolvendam aequalionem minoris dignitalis opus nobis sii resolutione aequalionis 
difGcilioris sicque malum in pejus mal. 

Qualiscunque aulem baec diflicuUas in celeris aequationibus futura sii, cerlum 
est, illam in praesenti occasione facile lolli posse. Nam si in aequatione biquadra- 
tica proposita primo exterminenlur terminus 2:dus et 3:lius» quam exterminalionem 
possibilem esse vidimus, et transformalio deinde inslituatur reciproca, nemo est Ma- 
themalicorum quin concedal hoc modo exoriri aequalionem biquadraticam orbaro et 
3:lio el 4:lo termino, Q. E. F. De reliquo, ut nemo non luculenlissime videi, onì- 
nes aequa tiones cujuscunque dignitalis posse mediante aequatione quadratica transfor- 
mari in aliam, in qua una cum 2:do termino evanescat sive terlius terminus, po- 
sila possibililale resolulionis aequalionis quadralicae sive 4:lus terminus posila pos- 
sibilitate resolulionis aequalionis cubicae, et sic porro, ila neminem dubitare credo, 
quin generaliter ope hujus trasformalionis nunquam plures quam duo termini insimul 
evanescentes fieri possinl. 

S. IX. 

Ut igilur in aequatione quadam exterminenlur tres termini, videi quilibet opor- 
lere, ut aequalio mediatrix minimum sii 3:liae dignitalis. 
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Sit igilur aequatio biquadratica proposita 
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»*H- jm; H- g == = A 



et sit aequatio subsidiarìa 



«'-f- cx*-|- toH-o4-ys=0=B 



post explosam litteram % erit 



4a 



-h 6a' — 9pa 



dpbC'+- Aqb 
-h 2gc* -H 3p* 



+4a'— 9pa^+ 6p"a 
y* -f- 4gc*a -+- &pbca 
-h 8gòa — pb* 

— 4qd>* — 3p*cft 

— 5pqb 4- 4g*c 
-f-pV-4-jpgc*— p' 



y 



= = C. 



-h a*— 3pa^-+- 3pV 
-4- 2gc'a*H- 4gfta*-f- 3p6ca* 
-f- />gc*a — 3p'^ca — p^a 
4- p*c^o — 4gò'€a 4- 45*ca 
— Sj^g^a — pb^a 
-hqb^-h Zpqcb^-h 2gV 
— pqbc^ — AqVb 4- p*gft 



Ad extenninandum omnes tres terminos intermedios hujus aequationis C, post cai- 
culos rite subductos nemo non videt requiri ut sit 

l:mo, a = 3^> 
2:do, 2Apbc 4- 16gc*4- 32g6 — 3p* = = E , 



3jtio, — 2pft'— Sqb^c 4-2p»c' — Zp^bc 4- Apqc*^ Spqb 4- 8g*c 4- p^ == = F. 



38 ANNALI DI MATEMATICA 

Quod si aequalionibus E et F exterminelur b exorilur haec aeqaatio 






«6 






945.i6|)5g 
-f- 400.32pg* 

+ 7.32pY 
— 27p7 



3/,«/.4 



-f- 540.24pYc 
H- i80.24p^ 



a^3 



500.32p'9 

4- i5.32.36gy 

e' I 

H- 4.32g^ 



= = G. 



Quae aequatio G est sextae dignitatis. Est quidem veruni, potuisse lilteram b reti- 
neri exterminando ex aequationibus E et F litteram e: Yerumenimvero nec in hoc 
casu exoritur quaedam aequatio minoris cujusdam dignitatis. Credi forsilan polest 
heic non adesse nisi speciem quandam sextae dignitatis, revera autem sub hac for- 
ma latere aequationem quandam minoris dignitatis , inprimis cum vix intelligatur 
quomodo expressio radicis aequationis biquadraticae contineri possit expressionem ra- 
dicis aequationis sextae dignitatis. Quicquid autem sit, ad expeilendos omnes in ae- 
quatione biquadratica terminos intermedios videtur opus esse resolutionem aequationis 
sextae dignitatis. Est haec difficultas eadem, quam antea in § 8 commemoravimus 
cui autem tollendae eadem non sufficit medicina, ac quae in loco citato adhibita 
fuerit. Hanc autem difficullatem in exterminandis cujusdam aequationis tribus termi- 
nis haud semper esse invincibilem infra videbimus. 



§. X. 



Sit aequatio proposìta 



2^4- pi* 4- 5z 4- r = = A , 



in qua exulat et 2:dus et 3:tius teiminus. 
Sit aequatio subsidiaria 



«*+ <i»'H-c%*-f- bz-h a + jf «c^Q== 3, 
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Exterminelur lillera z eril 
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y^ — ^pd -r 3p6c 4- Aqbd 4- 5r6 

ti* , 

— 45 -f- 5a -h 2gc*H- Srcd — Zp e 

H- 6g'— 4jw 4- 5pgd H- 3p*(l' 

— IS/xio — i6ga 4- iOa* | 

— 1,^3_ 4jft*c — 5r6"(l -*- 3p*6» 4- 9jpftca 4- i2gò(ia 
— 5r6c*— 3|?*fcc(i 4- 2pgòc — 5/>gW'4- Ì5r6a 
4- |w — 85*. W— 1 1 rg — 3p^ò 4- Cgc'o 4- iSrcda 
4- p*c^4- pqc^d 4- 8rp — 4g*.c* — 9p'ca 4- i8g*a 
+ 4^' — 1pr.cd* — 2^ 4- Zp^.cd — Ì2pra 4- i^pqda 



y'+ elc:=0=C. 



4- 2p'g 4- 5r^.c — p'4- 3rg.d' 4- 9|j'(l*( 
— ^'4- Sr'.cT— pg*4- rp'd — 18|MÌo' 
4- p*— 4g'4- 8rpg 4- lOo' — 24ga' 

In qua aequalìone C praelermiltantur 5:lus et 6:lus terminus, cum de ìllis nondum 
qaaeratur: Sed in exlerminando lerminum 2:dum, lerlium et quarlum videi quili- 
bel oportere 



l:ino 



«-5Pl±i?=0=D, 



2:do 15pbc 4- 20gM 4- 25r5 4- iO}<^4- 25rc(i — 15p*c 

3p'(l'— 2Zpqd — 2q^— 20rp 



= = E 



tiec non lertio oportere coefficienlem quarti termini etiam esse aequalem nihilo, quae 
aequatio appellelur F. 



Quod si in hac aequatione F in locum t« a ponatur eìus valor ^ — -*, 



nemo 



non videt, litteras ò, e et d per banc substitutionem baud evehi ad majorem di- 
gnitatis gradum ac antea. Ubi autem ex aequationibus E et F exterminetur sive 6, 
sive e sive d non potest non exoriri aequatio quaedam sextae dignitatis, quae for- 
sitan nec banc formam mentitur, nec ad minorem gradum uilo modo detrudi potest. 
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Allamen bujus quanlaecumque difGcaltatis remoyendae quaedam hattd luqae adeo 
tenuis spes oslenditur. 

S. XL 

Si in aequalione E, quae revera non est aliad, quam tcrtius terminus aeqtiationis C. 

in quo in locum rva suslitulus est ejus valor J—^ — -S, ponatur 

5 

b == ecd-hK nec non e = d-hy 

mntabitur haec aeqnatio E in hanc aequalionem 



i5p + 20g.a I + IS/Mx + 20g + 25r,y 
— 3p*-f-10g d* 
4- 25r 



25r« — i5p* — 23/igl 



iOqy* 



-+-25rJ-2g*-2iy 



= = G. 



Quod si ponatur 



3j?*— ìQq — 2Sr 
15/1 + 20g 



et 



Ì5pay -— 25rg — 20^ — 25ry -f- 15p* 4- 23pg 



i5p 4- 20g 



nec non 



15^* — ^5p* 
4-15|j; 



25K 
~2g» 
— 2rp 



0. 



Videt quilibet ad inveniendum valores ruv { et 7 non opus esse resolutione cujusdam 
alius aequationis quam quae est quadratica. Facillimo igitur negotio detectis valorì-^ 
buÌB r&>v a , (; et 7 nec non postea substitutis in sua loca in aequalione G, non po> 
test non evanescere tota baec aequatio G9 altero termino destruente alterum, quo sit, 
ut in aequatione C totus etiam evanescat terminus tertius. 



PURA ED APPLICATA. 41 

His peraclis snbsliloimiis in lermÌDO quarto ejosdem aeqoatioiiis C in loeum tv a 

eJQS valorem ^ — -^ nec non in lociini tv b cjos yaloreni od + ( qnìn eliam in 

5 

locmn TV e ejns Yalorem d-4-7; scilicel litlerìs a, C el 7 iu delenninttis , ni iUas 

determioandas esse nuper aniea obserralom esl, non polesl non snpradictns teminiis 

qnaru» abire in aeqnabonem quandam, in qua non nisi una littera d ol ineo^la 

locom habel. Hojns aatem lilUrae d maxima dignitas al tertiom gradom band ex- 

saperare polest, ila resolvendo aeqoalionem cobicam palebil, qoioam valor buie lil- 

lerae competere debeat , ut qoarlus terminus aeqaationis C evanescaL Cam igitar 

per determinalionem raa evannerit 3:dus terminus nec non per determinatioiìem 

7i*y &y e, Xy C et 7 evannerit 3:tias terminus et per determinalionem deniqoe n d èva- 

neseal terminus quarlus, constai boc modo ires priores terminos intermedios in qua- 

libet aequatione quintae dignitalis posse exlerminari. Q. E. F. 



OSSERVAZIONI SOPRA I PRECEDENTI PARAGRAFI. 



Se le due equazioni del $. VII, del 4^, e 2® grado fossero dotale di coefficienli 
in tulli i termini, e della forma 

rx*-+- nz*-h j» -+- g = , «*-+- òs + a -h y = 

allora V ultimo termine dell' equazione risultante in y » rappresenta una funzìoDe 
omogenea di quarto grado fra le ire indeterminate a , & , e , od una funzione omo- 
genea di secondo grado fra le quallro indeterminate g, p, », r. Potrebbe ancbe dirsi 
una funzione omogenea di sesto grado fra selle indeterminate a, ft» e, g, p, 11, r. 
Similmente il coefficiente della y rappresenterebbe una funzione omogenea di leno 
grado fra le tre indeterminale a, 6, e, come nello stesso tempo sarebbe una funzione 
omogenea di secondo grado fra le altre indeterminate q, p, Hj r ovvero una funzione 
omogenea di quinto grado fra le sette indeterminale, a, ò, e, g, p, », r. Con le stesse 
I^SS^ precederebbe il coefficiente della y*. La medesima osservazione bi luogo per 
le altre due equazioni riportate al §. IX, quali dotate di coefìScienli in tutti i ter- 
mini sarebbero della forma 

r»*-f- /» + 9 «= , dz^-r ex* 4- &2 + a -f- y = 
TOB. VI. N. 1. 6 



42 ANNALI DI MATEMATICA 

L'altimo termine dell* equazione in y è una funzione omogenea di quarto grado fra 
le quattro indeterminate a, fr, e, d, ed insieme è una funzione omogenea di terzo 
grado fra le tre indeterminate r^p^q e potrebbe dirsi una funzione omogenea di 
settimo grado fra le sette indeterminate a, b, e, d, r, p, q, egualmente gli altri coef- 
ficienti di y, y* sono funzioni omogenee di gradi inferiori : più generalmente verreb- 
bero a comporsi delle funzioni omogenee o per 1* eliminazione di una incognita fra 
due equazioni complete di quarto grado , come può vedersi in una Memoria del 
Sig. Di Bruno nel tom. 6. degli Annali di scienze Matematiche e Fisiche tom. 6. 1855, 
od anche per T eliminazione della re, fra le due equazioni 

ax^-h bx^-h cx*-h dx + x= , gaj'-f- rx^-h sx -h t — y = 

e può consultarsi una mia Memoria inserita nel tom. II. di questi Annali 1859. 
Nota suUa composizione di una forma biquadratica. Insistendo sulle stesse traccie, 
se l'equazioni del §. X fossero della forma 

5»*-f- pz^-h qz-hr s=0 , ez'^-j- dz'-i— ca*-h Ò2 H- a H- y = 0. 

L'ultimo termine dell' equazione risultante in y rappresenta una funzione di quinto 
grado fra le cinque indeterminate, a, ò, e, d, e ed è simultaneamente una funzione 
omogenea di quarto grado fra le quattro indeterminate r, g, p, s, ovvero una fun- 
zione omogenea di nono grado fra le nove indetcrminate, a, ò, e, d, e, r, g, p, s. Sa- 
ranno pure funzioni omogenee dei due sistemi d*indeterminate gli altri coefficienti 
delle respettive potenze della y: Aggiungiamo che tali funzioni o forme omogenee 
per la moltiplicazione di altre forme somiglianti si riproducono egualmente nuove 
forme somiglianti. Questa proprietà rimarcabile può somministrare in diversi casi 
particolari la risoluzione di alcune equazioni indeterminate; si possono consultare 
sopra questo argomento le note di Lagrange all' Algebra di Eulero, la teoria dei 
Numeri di Legendre, ed una mia Memoria inserita nel tomo I. di questi Annali « 



Barnaba Tortoli ni. 
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RISOLUZIONE DI PROBLEMI 
RELATIVI ALL' ELLISSE ED AL CIRCOLO. 



SuUa curva luogo geometrico dei raggi di curvatura di un' ellisse data. 



1? Dal cenlro di un'ellisse, e sulla direzione di un semidiametro r si prendano 
allreltante rette eguali ai respettivi raggi p di curvatura dell' ellisse data; si domanda 
la curva che passa per le successive estremità delle rette p. 

Sia un' ellisse di semiassi a, b con V origine al centro, r un semidiametro di un 
punto qualunque {x, y), e p il raggio di curvatura, si avranno come è noto l'equazioni 

Ciò posto se dal centro dell'ellisse lungo il semidiametro r si portino le lunghezze 
uguali al raggio di curvatura p, e si chiamino X, Y le coordinate delle loro estre- 
mità, si avrà ancora 

P P 

e la curva luogo geometrico dei raggi p si otterrà dall'eliminazione delle Xf y en- 
tro le precedenti equazioni. Sia u l'angolo polare che ambedue i raggi r, p formano 
con Tasse delle x^ avremo 

x=r eo8U f y = r sen u 
e quindi dall'equazione dell* ellisse, e dal valore di p deduciamo 

r*= -i 1 rj — i- , a^b^.p*= r* (o* sen^u -+- M cos*t*)^ 

a sen u + cos « ^ ' 

d'onde per l'equazione polare della nuova curva otterremo 



a. a , (a* 8en*tt H- fc* cos*tt) 

J ^ p= -^-a ì; Il 7~v 

^ \a 8en*tt n- h cos'n) 



a«a3 
3 
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Per Tequazione in coordinate ortogonali, sostitaiamo i valori 

X Y 

eo8U '=— 9 sen tt = — , p* = X*-f- Y* 

P P 

si avrà 

oV (XV Y«) (o"Y*-+- b*X^y= (o*Y«^ MX*)^ 

la qaale elevandosi all' ottavo grado, indicherà che la curva è di ottavo ordine. Essa 
è chiosa ed i suoi assi sono nella direzione degli assi 2a , 26 , della ellisse, ed eguali 

. 26* 2o* 
ai parametri — , -7- , i quali ridotti alla loro metà rappresentano i raggi di cur- 
vatura ai vertici dell'ellisse: alla stessa conseguènza si giunge col fare successiva- 
mente neir equazione della curva Y=30, ed X = 0, il che porge 

2? D perimetro della nuova curva si riporta ai trascendenti ultra ellittici, ma 
la sua quadratura dipende da integrali, che si riferiscono al rapporto ir. Infatti fa- 
cendo uso delle coordinate polari, la formola per la quadratura è 



'dti 
e per il nostro caso diviene 



=i>-. 



~" 2a*b* J\a'sen"a-h6»co6'tt/ 



Questo integrale si può esprimere in termini finiti; integrando fra i limini tissO, 

u=s-9 Otterremo la quarta parte dell' area della nuova curva : per ridurre Tinte- 

graie alla forma di altri integrali definiti già cogniti decomponiamo per mezzo della 
divisione la frazion trigonometria sotto il vincolo integrale , il che si eseguirà facil- 
mente dopo di aver moltiplicato il numeratore, e denominatore per (a'+ b*)^ : pon- 
gasi di più per brevità 

M = a* sen*» -f- 6* cos*tt 
si ricaverà per la quarta parte deli' area 



(«*+ i^f r/. _ _ì!*L_Vh„ 
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quale dallo sviluppo della potenza, diviene 

Ora in diverse mie Memorie pubblicale nel 1845, e 1846 nel Journal de Jf. Creile 
à Berlin lom. 31, e 34, non che in altra mia Memoria nel giornale Arcadico 1847 
mi occorse di dover calcolare questi integrali definiti, quali sono 

Jo M "" 2aò ' Jo SP "~ A\ab^'^'bc?) 



r^'du^jr^/S 3 2 \ 



Sostituendo tali valori, e riducendo, si avrà 



4\ o*ò* Sab "^2/ 



e che potrebbe scriversi 

^""4\ iV ' 855 ) 

Trfl* 

La supposizione di a => ò , ridurrà il secondo membro a , -j- cioè alla quarta pai*^ 

te dell' area di un circolo, come d'altronde è chiaro. Alla riportata curva ci si as- 
socia con una dipendenza del tulio semplice la curva luogo geometrico delle normali: 
infatti per la normale n = R , nell* ellisse, e per il raggio di curvatura p , si ha 

a' a* 

p == T^R^ , ovvero a*bY= 75 R* 

Ma per Inequazione polare si è trovato 

\a* sen*tt H- 6» cos*tt/ 

d' onde si ricava per la sostituzione Tequazione polare della nuova curva 

l^a_ ^ /«* 8en*tt 4- ò* cos*tt\ 
a* \a* sen*tt -h b* cos'tt/ 

In coordinate ortogonali si troverà 
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e che appartiene al quart* ordine : di questa pare il perimetro si riporta ai trascen- 
denti ultra ellittici, ma facile, e semplice sarà 1* espressione della sua quadratura. 



Sapra alcune formole relative al quadrilatero iscritto al circolo. 

1? Siano a, b, e, d i quattro lati consecutivi di un quadrilatero iscritto al cir- 
colo, e sia X la diagonale dei lati a, ò, e dei lati c^ d e sia pure y la diagonale 
dei lati a, e e dei lati ò , cf . È nolo che nel quadrilatero iscritto gli angoli opposti 
sono supplementari per cui chiamando 6, l'angolo compreso dai due lati a, ò, si 
avrà per la diagonale x la doppia espressione 

«»= o"-f- b* — 2o6 cos , «"« c*-f- d"-4- 2cd cos e 

il* onde si trae 

a*-Hò"— c*-cP ^ ^4 {ab 4- ed)'- (a'-h ò'^ e»— if)' 

cos = — ^ , . ■■■ ., — > sen = ^ ^ , , r -^ 

2 (aò + ed) 2 (aò + ed). 

Sostituito il valore di cos in uno qualunque dei due valori di x*, si avrà 

, {ad 4" oc) (gc -t- M) 

Nello stesso modo per Taltra diagonale y' si ricaverà 

> (fl^ 4- ed) (oc -f- bd) 
^ '^ ad-hbc. 

Facendo il prodotto x* y*, si ottiene 

xy =^ ac -h bd 

cioè che nel quadrilatero iscritto il prodotto delle due diagonali è eguale alla somma 

dei prodotti dei lati opposti : Il valore di sen 9 servirà per calcolare la superficie S: 

infatti avremo per essa 

tj {ab-hcd) . 
S = ' — - — - sen 

e quindi dedurremo 

16S'« 4 («ò -f- cdy-^ (o'-h ò*-^ e*— d»)* 

Il secondo membro é una funzione simmetrica delle quantità a^b^Cjd, e ponendo 
a4-^-{.c-hd=2/i, si ricava facilmente 

S«« (p - a) (p - *) (p— e) (p - d). 
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Le rìporlate forinole con altre molte sono tutte dì già note , e le abbiamo ri- 
chiamate per farne conoscere delle nuove, che si riportano al raggio del circolo cir- 
coscritto : di più queste somministrano un'applicazione all'analisi di Diofanlo. 

2? Sia 5, la superficie del triangolo di Iati (a, ò, x)j s^ di lati (e, d, x), s^ di lati 
(o, e, y), «4 di lati (ò, d, y), avremo s,H-«a = s^-h «4 = S. Ciò posto sia r il raggio 
del circolo circoscritto al quadrilatero, sarà nello stesso tempo circoscritto ai quattro 
triangoli 5, , s., «3, 54; per cui come è noto si avrà 

abx cdx , . {ab -h ed) x (oò -f- ed) x 
r =» -z — = -7 — > od anche r = -j-. — f — ^.- = j« 

Nella stessa guisa si troverebbe 

_ {oc -h bd) y {oc -h bd) y 

*" "" "Mv+^r "" 4s 

Moltiplicando fra di loro i due valori di r, e sostituendo rry = oc -h bdj si otterrà 

a {ab -h ed) {ac -hbd) {ad -j- be) 

'■"' ies" 

Quest' espressione è somigliante a quella del raggio circoscritto ad un triangolo , 
qualora ciascun fattore binomio si rappresenti per un quadrato, e dati i quattro lati 
del quadrilatero iscritto si conoscerà il raggio del circolo: di più è una funzione 
simmetrica dei quattro lati a, b, e, d, e dati tre con il raggio r, dipenderà il valore 
del quarto lato da una equazione completa di quarto grado : Neil' Opera L, Eu- 
Ieri Opera posthuma Petropoli 1862 al tomo 1. pag. 229, Eulero enuncia un 
teorema dicendo che onde in un quadrilatero iscritto al circolo , i quattro lati , 
e le due diagonali si esprimano in numeri razionali fa d'uopo che il prodotto 
(ab -h ed) {ac + bd) (ad + bc) si renda un quadrato perfetto , il che si otterrà 
quando presi ad arbitrio cinque numeri /*, g, hy p, q si prenda 

ar=fgh{(f^p-), b^g{fp + gq)'^h*p' 
e = 2fghpq -f- fc (f H- g^- h*)q\ d =^ f {gp + fq)^— h\ 

^^({fgip'-^q") -^ (r'^9"-h')pqy y^g (^fg{p-^q-) ^ {f-^ g--g-)pq'^ 

Eulero fa di più osservare che con questi valori non si potrebbe mai rendere un 
quadrato perfetto la superficie S : terminiamo questo breve articolo col mostrare come 
il valore di r' si possa esprimere in funzione dei quattro coefficienti di un'equazione 
di quarto grado, della quale le radici siano a, ò, e, d: sia adunque Tequazione 

**+ 4A*'h- 6Bi'-f- 4 C« -+- D = (ai — a) (2 — ò) (« — e) (2 — d) = 
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sì avrà 

4A = — {a-hb -h e -hd) y 6B= aft-Hac-ha<i-*-6c+M-Hcrf 
4 C = — (abc -h abd -h acd -h bcd) , D == abcd 
Ora dal precedente valore di r', e di S' otterremo 

16r' (p — a) (;j — ft) (/) — c)(p — d) = {ab -h ed) (oc -^ bd) (ad -^ bc) 
od anche 

16r* (p*-H 4A;j3-h 6B;j»-h 4Cp -f- D) =- (oft -f- ed) (oc 4- W) (ed -h M 
Ma per il semiperimetro |7, abbiamo 

2p==a4-ftH-c-f-d= — 4A, p= — 2A 
per cui la precedente equazione diverrà, 

16r* (D — 8AC -h 24BA'— 16A*) = {ab -h ed) {ac-^bd) {ad 4- bc). 

Resta ancora ad esprimersi il secondo membro in funzione dei coefficienti. Ora nella 
risoluzione dell* equazioni di quarto grado si calcola una ridotta di terzo grado delle 
quali le tre radici sono i tre fattori binomi e si ha per il prodotto delle medesime 

{ab -+- ed) {ae -h bd) {ad + ftc) = 8 ({2k*— 3B) D 4- 2C*) 

d*onde 

,_ (2A*— 3B) D + 2C' 

2 (D -. 8 AC -f. 24BA»~ 16A*) 

Il numeratore potrà ridursi ad un quadrato perfetto , quante volte i coefficienti 
A, B, C, D si facciano dipendere da quelle cinque quantità /*, g, hj p, q per la so- 
stituzione dei valori di a, b, e, d di sopra riportati. Se il quadrilatero si riducesse 
al quadrato sarà a = b = e =^ d, B = A*, C = A^, D=.A*, A=— a e la 
precedente formola diviene 

, A' A a 

2 ' V2 V^ 

come d* altronde è noto. 

Barnaba Tortolini. 
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EQUILIBRIO DI UN SOLIDO INCASTRATO IN UN'ESTREMITÀ' 
APPOGGIATO NELL'ALTRA E CARICATO DI ii PESI. 



dell' irgbgrbm 



DOMENICO CIPOLLETTI 



Si chiamino A» A. le doe estremità; P.» Pa» P3» P» le forse 

applicate ai ponti Bj» B,, B39 B» di ascisse c,,c, , C39 e» 

Sia e la lunghezza del solido, e il momento di elasticità, f l'angolo d'inclina- 
zione nell' estremità appoggiata A^ , n^ la reazione ugnale e contraria alla pressione 
che ha luogo nel detto punto. 

Il momento della resistenza che oppone una sezione qualunque alla flessione 

viene espresso da -9 essendo p il raggio del circolo osculatore di quel punto del- 

P 
r asse delie fibre invariabili che contiene il centro di gravità della sezione. Per ot- 
tenere i secondi integrali in termini finiti, trattandosi di lievi flessioni si trascura 

dif* 
nel valore di p —j a confronto dell' unità , ossia si suppone ds »» ex; e si ritiene 

p *d«* 

Si prenda l'estremità ritenuta A per origine delle coordinate, e si considerino 
le y verticali. Per stabilire l'equazione di equilibrio del primo tratto ABg si traspor- 
tino tutte le forze del sistema parallelamente a loro stesse in un punto qualunque 
{Xf y) di esso; ne nasceranno tante coppie di forze le forze traslocate 

Pi» P» > P3 > P»> — n, 

di bracci di leva le distanze 

(«1— «)f (e,— «), (C3— ») .... (e.— »), (e — «) 

tra le forze proposte e le traslocate; e per l'equilibrio del moto rotatorio la somma 
Toa. VI. N. t. 7 
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dei momenli delle reazioni molecolari espresse da e-r~- dovendo essere uguale a 

quella delle coppie nate dal iraslocamenlo delle forze, Tequazione di equilibrio 
del primo trailo AB, sarà 

e = P. (c. - X) -h P, (c,- «) -t- . . . -H P, (c,— X) - n.(c - X) (1) 

Per i traili successivi B, B^ » B, B, , immaginando un analogo trasloca- 

mento di quelle forze che agiscono dall* estremità a dritta di quel tratto che si con- 
sidera fino air estremità libera A, si hanno V equazioni 

i j^=-P, (e,- «) + -f- P. (e,-. X) - n, (e — X) (2) 

e j~=» Pa (C3- «) -t- -f- P, (e.— X) - n, {c — x) (3) 



d*i/ 



dx 

Le forze traslocate nei vari punti dei rami successivi, tendono a produrre lo 
scorrimento delle sezioni cui sono applicate sulle contigue. Considerando una trave 
caricata di n pesi e perciò tale che in essa le dimensioni longitudinali si devono 
supporre molto più grandi di quelle trasversali; io non terrò conto di questo effetto 
delle forze traslocate, perchè il solido si trova in condizioni tali di rompersi più fa- 
cilmente per la rotazione delle sezioni intorno il loro asse di equilibrio, che per il 
loro scorrimento sulle contigue. 

Nel riportare l'equazioni (1) , (2) , (3) . . . . ho voluto semplicemente esporre , 
come la teoria delle coppie si presta spontaneamente alla determinazione completa 
delle formule di equilibrio della flessione dei solidi; mentrechè la semplice applica- 
zione del principio dell' eguaglianza dei momenti svia il calcolo da un' altro effetto 
delle forze applicate, che è quello dello scorrimento delle sezioni 

Integrando l'equazioni (1), (2), (3), colla condizione di dover esibire la 

prima -^ s= , y = , per x^= } la prima e la seconda la seconda e la terza> 
.... valori uguali di y e -~ per re =» e, , re => e, , l'equazioni finite 

CitiC 
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dei rami successivi risullano 

,y =^{3c.aj'— »') -f-^(3c^*-a!') + ....+ ^(3c^— «*) -^(3cx'-a;') (5) 
,y ^h.{Zc\x-e\) +^(Zc^x'-x^) +....-HL.(3c,a!»-«') -^{3c«*-*') (6) 



,y = ^ (3cJ» — d) + ....-*- ^ {3cl_,x - C) + X (3cy— «•) + 



6 



+ ^ (3c,a!'- «») - ^ (3c»»- »') (7) 



.!,=.^(3cJ<t-cJ) + ^^(8cI»-ci)-^(3<sx»-«») (8) 

La legge colla quale procedono quest' equazioni si può formulare : Dall' equa- 
%Um» 1*"" n pasta alla consecutiva pemuilando nd termine f"*^ di qudla, e, 
in X, ed X in e,. 

Fallo nell' (8) x => e, ed y «e , si ha 

„_ P.(3c~c.)c? . P.(3c-c,)<i . . P, (3« - e.) el 

"• §? -^ 2? -*" ■*- 2? W 

SostitMndo il valore di II, nelle (5), (6),.... queste divengono 

P.(c-c, 



P,(c- 



'^ j 3CC, (2c — C|) x'-^ (zt^—{e — e'A cA 



i|^^ [scc. (2c - e.) X*- (sc'- (e - cj') «»1 (10 



^P.(c— e.) 



^^> [3cc. (2c - e.) «•- (se- (e - O») «»] 
*" =W"[**^ <** ~ ''•) - (3« - e.) {3«B*- «»)] 
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. P.(c— < 



^^ [soc. (Se - e.) *•— (ac— (e — e,y\ aA (IS) 



Pr(C — Cr) 



^^^ I^Scc, (Se — «V) ««— (sc*— (C - C,)*) «»1 



(13) 



«»=...• H-J^[2c»(a»-c.) — {3c — cj{3«r*— «»)1 (14) 

Un templiee esame fa conoacere la legge coUa quale procedono quest'equazioni. 
Derivando la (14) e fottovi x^e, si ottiene 

. tangf ^{e - e.) -M(c ~ e.) - ... - ^(c - e.) (15) 

E derivando due volte tntie Teqnazioiii (10) , (il) , 



+ ^^^^^^- [«. (ac - e.) - ^3e^- (e - e.)*)»] («) 

S ^ (3c-c.)(e-«)+ ?i^g^ [ce. (2c-c.)-(3C- (c-cj*)«](17) 



' S ^^^ -«.)(«-*) -^=i|=^('« - e-.) («-«) 



iiip-^ r«V (Se - e) - [sc*- (e - €;)»)«] . . . 



(18) 



•§«= -^(3c— c.)(«-«) (19) 
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Chiamando 

i momenti delle forze rispetto la sezione d' incastro , e quelle soccessiye corrispon- 
denti ai diversi punti di applicazione di esse; siccome entro i limiti dei respetti yì 

tratti r equazione (16) divien massima per « =» , la (17) per « » e, , 

avremo 

^= ^ii^^(ac - e.) C.+ + ?^^(ac - e.) e. (20) 

H. ^^^ {3C-C.) eÌH- ?i^^'> [(2c-c.)«.-(3c«- (e- e.)') e.] (21) 

H. ?^^(3c-c.)cJ-?l<lp^>(3c-c.)c; 



P,(c- 



3 



^^^ Lci (2c — e,) - (ac* - (e - c,)*^ e] + . . . 



(22) 



P, (e — C,>_i) ,,, , \ ,» °i— I (^ "~ ^r-l) /o. « » ,J 

f«,= g;^s (3C — C,)C, . ^ijj (3C C,w,)C,_, 

H- ^'^"^"'^ [ce, (2c - e,) - (sc'— (e — e,)*) c^.1 H- . . . . (23) 

>*.= - ''• ^ a7 "-N sc - e.) c« - ■ . ■ . - ''' <^J ^'> (3c - e.) e; (24) 

Per r=s2, 3y....n + l; /uir esibisce /ui, , /ui, , . . . . /ui.. 

Per determinare le dimensioni del solido per 1' equilibrio il più grande di que- 
sti momenti si porrà uguale al momento di rottura di esso che noterò con a 

Per ottenere le pressioni che esercitano sul ritegno le due estremità A,» A del 
tratto incastrato di lunghezza c^ — e, prendendo per origine l' estremo appoggiato A.: 
s' intenda applicata in A, una forza 11, diretta dall' alto al basso che rappresenti 
la reazione del ritegno» e tale che renda orizzontale la tangente in A; e chiaman- 
do n quella del punto A diretta dal basso all' alto, Tequazione dell'ultimo tratto Pj A sarà 



e 



» ~ T [' <*~*"^* « — (e - 0>1 + . . . -j- ^ [3 (e - e.)' x—{e- c.)»l 
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dtf 
Che dovendo esibire ys^O, j^=0 perx=sc somministra le due eondiaou 

II* 
-H-g-(3cA— e) -h « tang<p:e 

dsUe qoaii per mezzo del valore di e Ung f dato dalla (15) si ottiene 






(27) 



Se sono nguali le forze, ed ugualmente distanti della quantità e' tra loro e dai punti 
estremi A, A, del solido; sarà 

Pi=P.= =P. 

e, ca cS c,= 2c* , e» = nc^f e = (n -f- i) e* 

e supposto Ca — e «a kc' pei* mezzo della formula generale di una serie qualunque 
ftm^ •»# ^ n^i^ — ^) Al ^ m(m — i) (m— 2) , 



si ha 



n - [«•+ 8n + a + («IH- 6) h]^^^^ 



"■=(t^) 



3n -t- i\ nPj 
8 



(29) 



(30) 



n.= n(n + 2)|| (31) 

P fi** 

e Ung tp -B n (n -f- i) (n 4- 2) -^ (32) 
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Per 

n = l...n=(6-Mlfc)^, n.= Ap,, n. = ^p,, ,tóngT = |p,c« 
n=2....n = (3 + 2A)?i, n,= |p,, n,= ^, elang, = ip.c" 

Op QQ JK »K 

n= 3....n = (20 + 21fc)^, n.= ^P., n.«^P., eUuig, = — P.c" 

P 7 3P 5 

n = 4....n = (14-fl5fc)|l, n,«=-P., n,==-^', e Ung ^ = ^ P.c»* 

n = 5....n = (42H.3U)^, n. = J|p„ n.== |5p. , clangy=||p,c'* 

3P 15 6 

n = 6....TI= (14-t-9fc)-^, n, = — P,, n,= TP,, eUng(p=7P,c'» 

7/1 7 /» 

7P 161 63 21 

n=7....n = (772+41fc)g^. n.= ^P,, n.= ^P., .Ung^^-^P.c^ 

Op Qg MQ 

n = 8....n = (45 + 23h)-^, n. = -5-P. , n,= — P. , eungf = 15P.c^ 

«=.9...n=(110 + 51fc)|?i, n.= ^P. , n.= |?P., . lang ,= i|5 ?,«« 

5P 4fì 1*^ ■>*! 

n = 10....n=(33 + 19fc)ji^, n. = ^P.,n.= Hp,, .lang? = ^P.c'* 

llP 38*1 11^ 1 A^ 

» =- 11.... n = (156 -H 61fc)-5gjj-S n.=-^P.. n.= ^ P. , « tang ? =Ì5^P.c" 

3P 'ì7 21 Q1 

«=12....n=(91-h33fc)Ì|i, n.=^P., n.«±!^P., .lang? = ^P«c" 

« = i3....n = (2io + 7ifc)||^^. n.=J-gp«. n.= ^, .ung?=*|5p.c' 

7P 77 2S 

n= 14....n = (60-+-i9fc)jy^, ^«=lÌP«' "'T^*' e laog y = 70 P.c* 

n-i5....n=(272^.81fc)Jgl,n.==?gp.,n,= ^P.,.lang^« 
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M» « /«.« -**i.vi7P, „ 901-. „ 323^ 969-. ^ 

n= 17....n=i (342 4- 9ifc) j^, n.=- j^P., n.-^ P„ flangtp— — P.C* 

QP l!&ft IS Sfili 

n= 18....n - (95 -+- a44)jj|, n.-*^P. . n.-^p. , . Uag , - ^ P.c" 

»=i9....n-{4aOH-ioifc)J?^ n.=^p., n.-^P., .ung,-555p.c« 

n-20....n=>(231+58fc)j^, n.= ^P., n.-"p,. .taDg9 = iip|P.C* 

L'esprenioni (20), (21), (22), .... dei nKHuenti delle force divengono 

P.- j « (2» + 1) + 2 (» - 1) 2»-»- 3 (« - 2) (2» — 1) -H . . . . j j^^ 

p,= J_n(3n + 2)+ (n — 1) (2ii*— 4»— 2)-Kii— 2) (4ii*- 7» — 2) 
+ (n — 3) (6n»— 12» _ 2) + (n — 4) (8»»— 19» — 2) 

+ (n- 5) (lOn'- 28n - 2) + \t(^^ 

p.= J _ («_1) [(3n + 2) 4.4(3n+ 1)] 4- (» -- 2) (2ii«— 17» - 1) 

-+-(« — 8) (4n*— 24» + 4) + {» — 4) (6»*— 33» -h 11) 

+ (« — 5) (8»»— 44» ■+■ 20) + (n— 6) (10»»— 57» + 31) 

. j P.C' 

"*" I 2(» + l)» 

^,=. J _ («_- 2) [(3» -J- 2) -J- 4(3» + 1) H- 27»] + («— 3) (2»»— 36» ■+■ 10) 

— (» — 4) (4»*— 47» + 24) -f. (»— 5) (6»*— 60» ■+■ 42) 

(n — 6) (8»*— 75» + 64) + (» — 7) (10»*— 92» + 90) 

P e* 
2 (» A- 1)» 
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Generalmente 

^^«: { - {n—r-h 2) [(3ii H- 2) + 4 (3n-+- 1) -+- . • • -f- (r —1)* (3ii - r 4- 4)] 

^(n_r^l)[2n*+ 4iH- 2 -h r^— (3n-*- 4) r^-+- 2 (n +1) r] 
^- («_ r) [4nV 9» -+- 4 4- r*— (3ii-f- 2)r*— {2n + 3) r] 
-I- (n — r — 1) [6n'-*- i2ii + 2 -M^— Sm'— 6 (n -f- i)r] 

2 (Il -f- i)' 

Ovvero 

^„=r J (2ii*4- 2n) + (4n*— 4n) -{- (6ii*— i5n -H 6) H- (8ii» — 32it + 24) 

4.(10ii*-55ii4-60)4. \ ^{n^ì)' <^^^ 

^,=: J — (3ii"4- 2n) -f- (2n^— 6n'-f- 2» -h 2) -+- (4n'— iSnV i2it -^ 4) 
+ (6n^— aOii*^. 34it -H 6) + (8ii^— 5iii*-f- 74n 4- 8) 

+ (iOii^— 78«*-f- 13811 4- 10) -f- I ^Sf^xl (34) 

fx,= { — (3ii* — n — 2) — {12n*— 8ii — 4) 4- (2«^— 2111*4- 33n 4- 2) 

4- (4n'— 36n*4- 76n — 12) 4- (6n^— 57n*4- 143ii — 44) 

4- (8»'— 84ii*4- 240n — 100) 4- (lOn^— 117n»4- 373» — 186) 

P,cr 

2 (n 4- 2)' 
ft3«= { — (3«*— 4» — 2) — (12ii*— 20n — 8) — {27ii*4- 54) 

4-(2«'— 42ii'4- 118n— 30) 4- (4ii'— 63n*4- 212n — 96) 
4- (6n'— 90f^4- 342ii — 210) 4- (8n'— 123«*4- 514»— 384) 

4- (lOii*— 162ii*4- 734n— 630) 4- I ,,^'^, - 

) 2 (n 4- 1)' 

Toa.VI.N.l. 8 
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Ed in genere 

¥^== J— 3«»-*-(3r— •>«^-ar— 4 

— l«il*-+- 4 (3r— 7) m-f- 4r — • 

— a7ii»-+-9(3r — 6)« 

— 4^+16 (3r—5)« — 16r + 32 



-K 4«*— 3 (r*+ 2r — 3) ji*-4- 4 (f*— 2r -t- 1) « — r*+ «r'-H ar^— 4r 
^ é«»_ a (r«-f- 4r — 2) «•+ (4r»+ 9r*— 12r — 10)»— A-r*+ «r»— 4r — a 

|à(5Hhip 

ATTertendo di teier «Mio feiNuraUmente dei termim che sono £ direno ordine ri- 
fpello le fioCefue dello % per mezzo ddla foramb (28) fi ouiene 

fi.« {Jl^-4- Sii^H- 9«»-f- 7«*+ 2s) ^"^ 



«(«-M)' 



^,-. (n»— 7i»»— l«ft*— 4fi) '^"^ 



8(»-4-i)' 



fi.=- («*- Su*— i5ii'— 3ii*+ 14» + 8) g-jj^TO 



EMfEaite lo diffefOBfe dei lemùoi deOe due serie che fanno porte del Tolore di ^i^ 
e facendo lacceMivamenle nella (28) 

fiiBsr — 1 

Ig «5 3«*-#- 8« — Sur — 2r -f- 4 

^s. 911*4. 20n — ^nt — 2r-4-4 

a"=a 6«*+ 6n — 6iir -f 8r — 12 

a"a~6fi-4-6r— 12 

r«0 ; 
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m = n — r + 1 

I, = 2n'-f- 6n*-+- 6n — r*-f- 4iir'-H 5r — 3nV— 9nr — 6r*-f. 2 
d* = 2n'-h 3n* — 2n — 3r^-h 9iir»— 6»V — 12fir — 4r — 2 
d"= — 6n*— 12n -4- 12nr ^ 12r 
r=6n — 6r-h 12 

d"=0, ; 

e quindi riducendo e sommando i due risullali si ba 

,x,= j —^ ^^7"^^ [2 (2r — 1) n*— (5r»— 16r 4- 6) n-h r'— 7r* -h i2r — 4] 

-+. (n _ r -h 1) [n*— (4r — 9) n'— (15r — 24) n* 
-h(4n5— 9r*— 15r-f-24)n— r*-h7r3— 121^-+. g] } ^'^' 
E riducendo ai minimi lernÌAi i valori dei momenti sì oUiene 



fi,= (n'-H 3«*+ 3i0 
^,= (n»— an»— 4n) 



fi,= (n»— 7»*— 2II-I-8) 



8 (n -+- 1) 

P.C 

8 (n + 1) 

P^ 



8 (IH- 1) 



^^= (n»— 17n*+ 26» -»- 48) ^-^^5^ 
H5= (n»— a2n*+ 52» -J- 80) . ,^'^' ,, 

8 (» -t- 1) 

fi4= (n»— 27n*-h 86n + 120) . ,^'f' , 

8 (•» H- 1> 

pi,— («»— aan^-^ 128n + 168) - , '*•*' . , 

8 (n + 1) 

f»,= («»_ 37„«+ 178» + 224) ■,.'*'°'., 
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M9= (n^— 42fi'-|- 236fi 4- 288 ^ , ^'^ , 

8 (« -f- 1) 

]«.•= {»'- 47ji*-h 30211 -f- 360) ^ /'^ ^^ 

o (it -H 1) 

H..= (n'- San'H- 376n + 440) . /'^ ., 

o (Il 4- 1) 

^„= (n'— 57fi*-H 458» -4- 528 , ,^'^ ^^ 

o (« -f- 1) 

M.,= («'- 6a««+ 548» + 624) ^^^^ 

f .4= («'— «'«*+ 646n + 128) ./-f ^^ 

o (Il -1- 1; 

f*,5== («5— 72fi*4- 752JI 4- 840) ^/'^ ^, 

o (Il -H 1) 

f.«= {n'— Tln'+ 866n + 960) , ./f ^ ^ 

o (Il -f- 1; 

^ « (v?— 82ii*H- 98811 H- 1088) ^-r^i^ 

' 8 (« H- i) 

f*.s= (n^— 87fi«4- Hi8ii + 1224) ^ J'f^.. 

o (Il -t- 1; 

fx..= («'— 9211*-+- 1256» -f- 1366) ^ , ^'^ ,, 

* 8 (il -h 1) 



fir= 11^— (5r — 8) nV 2 (2r*— 9r-»- 8) n 4- 4 )r»— 3r -+• 1) '"'^ 



8 (« -f- 1) 
Che per r = 1, 2, . . . . somminislra i^^f {^t $ 

Devo osservare 

1. Che se Dell' eqaaiione (25) veD^no sostituiti i valori di U e n, dati dalle 
(26) e (27); si ha an equazione indipendente da c^» ciò che prova l'esattezza del 
calcolo in quanto che la flessione non può dipendere dalla lunghezza del tratto in- 
castrato. 

2. Dalle formule (26) e (27) si deduce che al crescere del tratto incastralo 
Ca — e, diminuiscono ambedue le pressioni U e U,; e perciò in pratica dovrà aversi 
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molla cura di protendere ed internare per quanto si può l'eslreniità delle travi ri- 
tenute; affinchè il materiale che deve mantenerle saldamente conficcate e salde ab- 
bia a soffrire il meno che sia possibile. 

3. Supponendo zero il tratto incastrato c^ — e, le pressioni n e n, divengono 
infinite, ed infatti immaginando una trave caricata di pesi, ed incastrata per una 
lunghezza infinitamente piccola; si comprende facilmente come per potere rimanere 
«ssa in equilibrio sarebbe necessario che i ritegni fossero dotati di una resistenza 
infinitamente grande, resistenza che è eguale e contraria alle pressioni n e 11,. Se 
alcune volte in atto pratico una trave abbenchè caricata di qualche peso si so- 
stiene non incastrata fra due muri, ciò dipende esclusivamente dall' attrito , o dal- 
l' averle data una flessione forzata, ovvero dall' effetto di ambedue queste cause. 

4. Essendo n le forze applicate , la curva elastica è una curva discontinua for- 
mata di (fi -h 1) rami respettivamente tangenti due a due; prescindendo da quei 
moltissimi che possono produrre considerale sotto il punto di vista di espressioni in 
calcolo di luoghi geometrici. 

5. Dall'equazione (16), (17),.... che divise per e quantità essenzialmente po- 
sitiva rappresentano le derivate seconde dei rami successivi, la prima ha tutti i suoi 
termini positivi, la seconda uno negativo, la terza due,.... T ultima tutti negativi. 
Dunque l'andamento consecutivo dei rami successivi della curva elastica dall' esser 
convesso passa gradatamente ali* esser concavo rispetto V asse dell* ascisse. Inoltre 
siccome né la prima, né la seconda, né la terza .... dell' equazioni suddette si an- 
nulla per X = c, , « sCa , X — Cg, .... ; cosi il punto di flesso contrario non può 
mai aver luogo in alcuna dei punti di applicazione delle forze date. Nel punto di 

d'ii 
flesso contrario verificandosi t-t =" 

da?* 

Sarà ancora zero il momento delle forze applicate, e perciò: in ogni 9oUdo riiemtto 
in una estremità e appoggiato nell* altra esiste sempre una sezione che non risente 
affatto l* axione détte for%e applicate per quante esse siano, e che quindi si potrà 
chiamare sezione del momento nullo: ed appartiene a qud ramo l'equazione del 
quale esibisce risultati di segno contrario per « =» c^ , « = e, ^ , . 
6. Dalle formule (20), (27) si deduce 

f^,= (c4— c)n. 

Ossia, il momento delle forze rispetto la sezione d'incastro, uguaglia quello della 
pressione che ha luogo in queW estremo del tratto incastrato che è internato nel 
ritegno: come deve risultare essendosi determinata la IT, nella condizione di ren- 
dere orizzontale la tangente in A. 
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7. Le due (9) e (24) esibiscono 

f*«= (e H- e.) n, 

cioè il momento delle forze rispetto la sezione che contiene U punto di applicazione 
dell* ultima forza P«» uguaglia quello detta pressione òhe ha luogo nei punto di 
appoggio A. Ed infatli nell' ullimo tratto non vi agisce che la sola pressione II ^ . 

8^. Se qualcuna delle forze è negativa basta cambiare il segno al termine che 
la contiene. 

9. Nell'ipotesi fatta dell'uguaglianza delle forze e delle distanze dei loro punti 
di applicazione i valori Po» /^i» i^a» si potevano ricavare piò facilmente dall'e- 
quazioni (16), (17), ....dei momenti che divengono 

8 



d^; 






ma essendovi però nel sistema delle forze negative rimarrebbe escluso di poter far 
risentire al calcolo queste condizioni , mentre che nelle formule (33), (34), . . . . 
si può cambiare facilmente il segno a quel termine che contiene la forza negativa. 

10. Supponendo n,= 0, l'equazioni (5), (6), divengono quelle di un 

solido incastrato in un'estremo, coli' altro libero, e caricato di n pesi. 

Esaminando il modo col quale abbiamo determinala la pressione II,, e facile 
avvedersi come non possa convenire agli effetti naturali i quali non ammettono dì- 
scontinuità qualunque, quindi bisogna supporre che per una lieve flessione ed insen- 
sibile incurvamento del solido la porzione incastrata prema il muro su cui si appog- 
gia in modo crescente e da sopra in sotto da un punto determinato B verso A; 
e lo prema in modo crescente dall' istesso punto B dal sotto in sopra verso l'altro 
estremo A,. Quantunque sia totalmente ignota la legge colla quale si distribuiscono 
queste pressioni sul tratto incastrato; pure non avendo luogo che leggiere flessioni, 
si può stabilire : le pressioni uguali a zero in B, crescono colla distanza del punto B. 

Ritenendo questa ipotesi chiamando S la somma delle pressioni esercitate da B 
fino ad A; S' la somma delle pressioni esercitate da B fino ad A,. L'Illustre Pn>- 
fessore D'Andrea per un caso qualunque nei suoi elementi di Meccaai^a applicata 
pag. (102) trova 

1 (2 n -h n,)' i (n-h2n.)' 

3n-+-n, ' 3n-4-n, 



PURA ED APPLICATA. 63 

e per T alluale dalle formule (29)» e (31) sarà 

(2n^-4- 6n'-l- In -f- Ì0n*h -f- 12nfe + 2)* P, 

"" (n'-f- 3n'4- 5n -h 5n fc -f- 6nfc +2) * 24 (n H- 1) 

(n^H- 3n*-f- 8n H- 5n*fe -h 6nfe + fe)^ P. 

'^ (n^-^ 3n'-+- 5n -h Sn'fc -+- 6iifc -h 2) ' 24(n -h 1) 

Finalmente nell' ipolesi falla Tequazioni dei rami successivi sono 

ej, = [n(n+2)c^a:>-n(5n^.6)5^J?l 

ey = F— I c''+ 8c*« ^ (n'H- 2n — 8)C«*— (5n«— 2n — 8) 3^^^ J ^ 

cy =. r_ à4c"-!- 40c*» -f- (n"-f- 2n— 44) C«»— (5n'— iOn — 16) 3 . ^ ^. 1 ^ 

ey = F- 96c"-f- li2c'"« H- (n*4- 2n - 48) c'«*- (5n*-18n- 24) 3 J^ ^ 1 ?^ 

ey = F— |r* (r - 1)» c"-f- |r (r - 1) (2r- 1) d^x + (n% 2n 4- 4r - 4r*) c'«» 

m3 n p 
— /5fi'-4- 14n— 8fir— 8r-4- 8) 1-4. 

Che servono a deteiminare la freccia l'ordinala massima, e l'ordinale apparlenenli 
ai punii di applicazione delle forze. 

Esaminando più minutamente il caso di un solido caricalo in un punto qua- 
lunque da un peso P : L* equazioni dei due rami successivi AB. , B,A, sono 

«» = ^^J^ [3^. ( 2c — c.) «' - (sc*- (e - e.)') lA 

•* °= W W <'* ~ ''•^ - <3c - e.) (3c»'- 'b')] 
E le derivale prime e seconde di quesl' eqoaàone 



m 



.^tfiHMiiiaii 



tf^ 



éklk 



pMÉÈktBg^ Wfm aflnt iak ìécoe dit 






. 6« 



qpÉ.fì 






(1^ 



\n' 



% 



j' 



/i:'*^-=.^: ♦• /«=<^^F> =?i: t 




INI- (pÉM 

dfttv cBWwiìi— Ém flliiiwiniiiiMiif, l'a[igte<pKtl 
ei»- rtm- (piai: dìt ifluiMwuiiwi. oohhhbk (Ir 
U il' ^wi» JVVK \m {pHtkK (te piini 

(NI. sar m» (xnrtRt S> 110» émriiiE iès (tfMhmtT 

te 

ifÉBI^ di^ (N^ (pÉalI>^ ili' pnÉMBK OBS 

(«1^ litn jj wr y 6» ter (Émbmiì ik AnoK Ik gk» aiiigic& 

041^ lf!lilllteil|- SHt IfRÉUli Cfat ^K pBBBllIigKr. 

^MWt teétèHMOiK (Ìe ià inijf i uiwT dtBsrtft et; te 

NrilMHMft Aot pnm dir wht aDii|KtiigHr^ 6dte 
dfdv. jyjWiniw s iBL anUK lyiiìiwi, et; auR dfer 

Ik flvMÉHB- ik naoDK aÉì||Mr à «Uff (fflwtte* 



o^Ml; ai. dÉBiAt oii 




QK wappm fkàHt dk 



ft. 



ili r dWiiiM 



(Ìl( Ottt» 



Vii 



Si(90ite 
fldtt iiRBiriiai UUte dfer Ik 

;; ff* t^r ^r te 



IT 




«K qm 9Mli ((i^/^f^ 
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Hov wtpgéam eoane poatifi: mmt ■wrii , mm UB^oile, «i mc, «le. 
da cóle oà le pai Mie Ire et la svfMe angifiHf * et négatìii, qvaad €• lei 



Dant la pematalk» dea indiees , mmu wyndwM cihmk afeelée de 1 iadiee wén^ 
UMle lellfe déanée dlndiee, et mmu reatitooM eet iadiee» Umlea lea foia f«e la 
choae deWeat Béeeaaaire pov éviler UMle lahigMlé. La pematalm ratolom aera 
dirpcie lofsqoe lea indieea 0» 1» 2 aeroat reapediveaMat raanpbeéa par i, 8. 0. 

Loraqn'oii groape d'éqoatioM ae dédwl d'oK éqsalm do — é c, par la rota- 
tk» dea indieea * mmu éeriyoM à droile de eeUe éqoalioa» coaiideré^ eoaMK type , 
m €lHft« cntre pareallièaea ( ) iadiqaaiit le w wa brf dea éqsalioBa eoalesMa daM 
le lype. 

Loraqn'oii gronpe d'éqnaliona ae dèdali d'aae éqaaiiai par la prt— lalioa dea 
leltrea x» f» s» mmu éeriTOiis è droile de eelle éqaalioa ealre crochela [], mm cUirs 
iadiqvaal le WMabw d'éqoatioBa apparlenaBl aa groape qai ae dédail de eelle éqaa- 
lion eoaaae lype. 

Lea partiea poaitirea dea laogenles l» t., t., fonaeal aa trièdre, et lea partiea 
poailivea dea aonnalea a, n^, a», formeat oa aalre trièdre. Ges deox trièdrea aoM 
aopplèaMnlairea. 

Appdoea 0, 0,, 0, lea aaglea dea normales poailiTea a^, a,; a,, »; aa, ; 
et f , f, » Ti lea aoglea dea langenlea poailivea l., t,; t,, i; t,t,. D'aprèa eeb, lea 
aoglea dièdrea da premier angle aolideaeront: ir — f, ir — j^ , « — T, ; lea aaglea 
dièdres da aeeond angle solide aeroal: ir — $ , « — 0, , ir — 0,. 

Il nova aera qoelqoe foia pina eoramode de reprèaenler lea Tarialioaa par- 
liellea par rapporl à p, p,, p, par lea earaeterialiqaea », >-, d, oo bien par 

Lea aorfiMes coordonnées passanl par un poinl, formenl ayee lea Iroia aorfoeea 
coordonnéea paaaanl par on point inOnimenl Toiàn » an parallèlipipède eonriligne 
doni lea arélea eonligoes an premier poinl, aeronl dv, dv., dv^. 

Si Fon a|^Ue h\ la somme dea carrés des dériyèes dn paramèire p, par rap- 
porl a X, 3f, Zf on aura les valeurs de h\ Af» ib| et de 9, 9., 0,, an moyen dea 
deox gronpes: 
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Le$ angles 9» 9,, f^ seront donoés par les trois éqoations coatenues dans le 
groupe: 

... dd^dx dy dy dz dz d^.d^. ,^^ 

dp.dp, dp.dp» dp.dp, dp.dp, 

Les auuliaires h^ h^, h^^ soni nommées paramètrea différentiels dn premier ordre. 

3? Variaiion des Paramétres différentieU du premier ardre. 

Soil ds le déplacemenl du poinl A , (p pi p,) , dana une direction quelconque ; 
éXf dy, dz les projeclions de ce déplacemenl sur les troie aiea rectangulaires XftffX. 
Si nous prenons la variation d'nne équation /'(xyz) = p par rapport k ds, nona 
aurons : 

or, en divisant les deax membres par hés^ le second membre devient égal aa co- 
sinus de Tangle que le normale n fail avec le déplacemenl da, et l'on oblienl: 

da i 



dp ftcosnda 

Si le déplacemenl da coincide successivemenl avec les arcs dtf» dtf, , d^,» l'on ob- 
lienl le groupe conlena dans Téqualion: 

(5) ^^ L^ , (3) 

dpi ^icosttil, 

or, si Ton projelle la tangente t sur le pian t^ i^ » en appelanl p celle projeclion, 
l'on aura; 

cos iU «ss sin pi s= sm 71 sin O^ss sin 0^ sin 9, • (3) 

Delà résulte que le produil sin B. sin^^. sin 9, ^^ change pas, quand on fait subir 
aux indices la permulation rotaloire, et qu'il en de méme du produil sin Q sin 0, sin 9,. 
Si Ton pose le premier produil égal au rapport de l'auziliaire M au produil dea 
trois paramétres h^ h^t h^f Fon aura par l'éliminalion de 9, 

M* 

npn"^ i — co8*9— co8'9, — C08*9»-+- 2COS9COS9, cos 9.^ 
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et le groupe contenu dans le type (5) devìenl 

iK\ da, sin y, .^ 

U est aìflé de voir que l'anxiliaire M a une significatìon géométrique; elle re- 
présente le volume du parallélipipède conslruil sur h, h^^ h^^ qu*on aurail préalable- 
ment portées sur les directìons des élémens dv, d^, , d^,, à partir du point A. 

4? Cosinus des angles des normales aux surfacesy et des tangentes aux 
courbes coordannées avec les irois axes rectangulaires, 

Les cosinus des an§^ de la normale n à la surface p avec les trois axes rectan- 
gulaires, sont: r-r-> rj-* r-p* Les cosinus des angles que la tangente t fait avec 

A A* A 

les mémes axes, sont: -r-» -^9 -r—y etc. Un' point de la théorie consiste à expri- 

07 aa aa 

mer les premiers cosinus en fonction des seconds, et réciproquement. 

On déduit sana difBoulté des équations (2) et (3) le groupe d*équations contenu 

dans le type: 

Qn déduit aussi des mémes équations combinées avec les équations (5) le groupe 
d'équations contenues dans le type suivant, dans le quel, pour abreger, on a in- 
troduit les auxiliaires H, H„ H^, par la condition que 



^ i 

h^ cos n,l, = g- . (3) 



Ce type est: 



<" ttc-tì-.^,.,*^...,.. m.m 



ai De la courbure propre , et de la Cùurbure incUnée des 

courbes coordonnées. 

Par les deux extrémités de l'élément d^, , menons des tangentes à la courbe 9,, 
Tangle de ces deux tangentes est l'angle de contingence de la courbe 9,; nous re- 
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présenlons l'angle de conlingence d'une courbe coordonnée o*, , par 3^, affectée du 
méme indice que l'are. 

Par les deux exlrémités du méme élémenl da^ , menons des tangenles aux eour- 
bes de la sèrie 9, , qui passenl par les exlrémilés de cel élément, nous appelerons 
l'angle de ces deux tangenles, angle de conlingence inclinée de la courbe a^f sui- 
vani l'éléroenl da^. Nous désignerons cel angle par d,,, le premier indice se rap- 
porlanl a l'élémenl de l'are coordonné qui donne la direction des tangenles, et le 
second se rapportanl a l'élémenl d'are coordonné que Ton considére. Les angles de con- 
lingence inclinée des conrbes coordonnées, seront au nombre de six : 

D'aprcs cela, si par le poinl commun aux élémens d^, , do*,, on méne des pa- 
rallèles aux tangenles menèes aux extrémitées de l'élémenl d^,, à la courbe a,; si 
de ce point comme centre, avec un rayon infinimenl petit on décrit un are de 
cercle entre ces deux paralléles lesquelles formenl entre elles l'angle ^, , le rapporl 
de l'angle 3^, a l'are dar, est la courbure de la ligne o-,, et la direction de l'are 
de cercle, compris entre les deux cótés de l'angle 3^, est celle du rayon de cour- 
bure de la ligne a^^ le pian de cel angle, est le pian de courbure de la courbe a^. 

De méme» si par le point commun aux élémens dar,, do-,, on méne des paral- 
léles aux tangenles menées par les exlrémités de l'élémenl dar,, aux deux courbes 
de la sèrie (9,), passanl par ces exlrémités, et que, par ce point comme centre , avec 
un rayon infinimenl petit , on décrive un are de cercle entre ces deux paralléles , 
formanl entre elles l'angle d,,, le rapporl de l'angle d,,, a l'are do-,, sera appelé 
courbure incUnée de l'are dar, suivant la direction d^,; la direction de l'are de cer- 
cle compris entre les deux cótés de l'angle d^, est celle du rayon de courbure in- 
clinée de la courbe ar, , el le pian des deux cótés de cel angle , est le pian de 
courbure inclinée de la ligne ar,. 

Représenlons par A., le rayon de courbure de la courbe coordonnée 9, et par 
L^,, le rayon de courbure inclinée de la méme ligne suivant l'élémenl d^,; il est 
facile de voir que, si les arcs de cercle, compris entre les cótés de l'angle ^, , et 
entre les deux cótés de l'angle d,, , soni décrils , le premier avec un rayon égal à 
dff, , el le second, avec un rayon égal à do-, , on aura deux Iriangles infinitésimanx 
isocèles, el que la projection du périmélre du premier sur l'axe des x, donnera le 
groupe d'équations contenues dans le lype: 

(8) """ *^* 



^'=i©' '"• m 
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et la projection da pérìmètre da second trìangle sar le méme nt des «, doonera 
le groupe d'éqaations conlenaes dans le type saivant: 

De méme qae les équalions conlenaes dans le groupe (8), font connaitre la 
grandear, et la direclion des rayons de courbare des courbes coordonnées, de méme 
les équalions du groupe (9), donnent la grandeur et la direclion des six rayons de 
courbure inclinée des lignes coordonnées. 

6? Dei Composantes de la courbure propre, et de ìa courbure inclinée 

d*une ligne coordonnée, 

Soienl AB , BG deux élémens successifs d'une 
courbe coordonnée v^} par le premier élémenl faisons 
passer deux plans tangenls T, T" aux surfaces p, p"; 
et par le second élémenl , faisons passer deux plans tan- 
genls S, S" aux mémes surfaces; ces qualre plans for- 
meni un angle solide quadrangulaire doni le sommel est 
en B, doni les aréles opposées soni: d'une pari, le prò- 
longement de l'élémenl AB , et l'élémenl BC , et d'une 
aulre pari BD^ inlersecUon du pian T avec le pian S"» et BD , inlerseclion du 
pian T" avec le pian S. L*angle CBE n'esl aulre que l'angle de conlingence ^^. 
Si Ton appelle t^', t\ les angles que l'élémenl AB prolongé, fail avec les intersections 
BD, BDa) l'accenl désignant la surface dans le pian langenl de la quelle: Celui 
des angles que Fon considére est silué, l'on aura: 

Théoréme. Les angles t'^ t, se composenl avec l'angle de conlingence ^t de la 
courbe d^, d'aprés la règie du parallélogramme des forces. 

En effel, si l'on considére le trièdre doni les aréles soni BE, BG , BD Ton a 
les deux relalions, en négligeanl les infiniment petils du 3"* ordre 




C08 nA., cos n^A., sin 9, 
3:J « ,«J ^ il H- 2i,f;' cos 9, (3) 

U est facile de voir que l'angle i^ n'est aulre chose que l'angle de conlingence 
de la courbe que le pian langenl à la surface p, inlercepte sur la surface p,, et 
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que il est Tangle de contìngeoce de la courbe que le pian tangent à la mutèot p^, 
inlercepte sur la surface p. 

CoroUaire, Si les sarfaces p, p, se coupeot orthogonalement , Tangle t, est Taii- 
gle de eoDlingence de la section droite à la smface p^ , falle suivanl rélément do*. ; 
OQ bieo encore , l'angle de contingence de la projeclion de la conrbe v, sur le pian 
tangent à p, c'esl a dire Vangle de contingence géodénque de la oonrbe ?, par rap- 
port à la surface p. L'angle t*^' donne naissance a des observalions analogaes , par 
rapport aox surfaces p^ p»- On déduit de là, 

1? La projeclion de l'angle de contingence d*ane conrbe située sor une snrface, 
sur le pian normal à celle surface , mene par l'élémenl de la courbe, est l'angle de 
contingence de la seclion droile faile dans la surface suivanl cet élémenl. 

2. La projeclion de l'angle de contingence d'une courbe située sur une surface, 
sur le pian tangent à celle surface mene par Télément de la courbe, est Fangle de 
contingence de la projeclion de la courbe sor le pian tangent. 

Remarque, Si Ton divise les équalions précédenles, la premiere , par do*, , et 
la seconde , par daf , fon voit que les tbéorèmes que nous venons de démontrer , 
existent pour les courbures. 

Par l'une des exlremilés de Tare do*,, menons la 
tangente à Tare d^,, et une parallèle à Tare élémentaire 
de la sèrie {v^} qui passe par l'aulre extrémité. Ges deux 
droites AM, AN, dèlerminent l'angle de contingence ineli- 
nèe dai de Tare d^. , suivanl do*,. Or, si par la première, 
l'on méne deux plans P, P, tangenls aux surfaces p , p. 
et que par la seconde, Fon méne deux plans Q, Q*, tan- 
gents aux mémes surfaces, ces quatre plans forment un an- 
gle solide quadrangulaire doni le sommel est en A, et dont les arétes opposées, soni 
d'une pari, AM, AN, et d'une aulre pari , AL inlerseclion du pian P avec le 
pian Q*, et AL' inlerseclion du pian P avec le pian Q. Si l'on appelle j., l'angle 
que l'élément AM fait avec AL , et /,i l'angle que l'élément AM fait avec AL', 
l'accent désignant la sarÙLce dont le pian tangent contieni celui des angles que 
l'on eonsidére, l'on aura, oomme précédemment. 




i« 



fjl— !»J_ (6) 



eotn^, C08ii,<j, sin 8, 

Tkioréme: Les angles j„ , /„ se oomposent tvec l'angle 9„ de eonlingcnce 
obliqae de la coatte d?,, d'après la r^e da parallélogramme des forees. 
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Si les deiUL surfaces pf p. soni orthogonales» Tangle j^^ deyieDt la projectioD or» 
Ibogonale de Pangle d^. sur le pian tangenl à la surface p, c*esl à dire Vangle de 
aontingence incUnée géodésique de la courbe d(T, par rapporl à la surface p. Il 
est aussi la projeclion orihogonale de l'angle d^i sur le pian de la seclion droite à 
la surface p, mene par l'élémenl d^^* L'angle j,, donne lieu a des observations ana- 
logues. 

Ges tbéorèmes exisleni évidemmenl, lorsqu*on passe des angles de conlingence 
oblique aux coiirbures correspondanles. 

Les coosidéralions qui précédent donneot la significalion géométrique des cour- 
bures inclinées, de leurs composantes orlbogonales, et de lenrs composanles obliques 
suiyani les plans tangents aux surfaces» qui délerminenl , par leur interseclion, la 
direction de l'élémenl par rapport au quel est prise la courbure iuclinée de la ligne 
coordonnée. 

7T Des relaUons qui existent entre les composantes orihogonales, 
et les composantes obliques d'une mime courbure propre ou incUnée, 

Représentons par 1^', la projection ortbogonale de Tangle de conlingence ^, d*une 
courbe coordonnée do*,, sur le pian tangent à la surface p^, Taccenl etani relatif a 
la surface. De méme représentons par J',,, la projection ortbogonale de l'angle de 
conlingence inclinée z^^ de la courbe da, suivant da,, sur le pian tangenl k la 
surface p„ l'accent étant relatif k la surface. 

L*on voit que l'angle I" est égal k l'angle i'I tfUg- 
mente de la projection de l'angle i\ sur le pian tangenl 
à la surface p, , et en raisonnanl de la méme manière 
^^^^^^ par rapport à 1'^ lon a le type du groupe d'équations: 




(10) { i: = f';-i;coa5,, 

i;=i;-,-cose,. { (3) 

on trouverait de méme 

(**) \ Ki =/tt — i.. «o« «a , J., *=;..— ;« C08 e,. { (6) 

Les équations que nous Tenons de démontrer, existent aussi pour les courbores 
correspondanles. A, étant le rayon de courbure relatif à 3^,, représentons par R„ v"^ etc. 
les rayons de courbure rélalifo à I, » i[ etc. De méme représentons par ^.^ » L',^ l[^^ etc. 

Tom. VI. N. 9. 10 
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les nyoDS de eoarbnre inelioée relatib i »„, J*,, , /,, eie. I'm aura: 

(1») 1 D* = -ir • n- = n— » l (3) 



1 1 C06 9. 

1Ì4 •'i »i 


1 t 

R, », 


C06 9, 


1 1 COS0, 

I* ="J -;■■ ■ ' 


1 1 

l'ai 'ai 


C06 9, 



'^fi *«* 'ai ^ai '*« Si I 

Poar la précision da l'angage» nous adoplons les dénonunalioiis saivantes , qui 
n'ont pas lout à fait la méme signifiealion qoe leur attrìboe IT Lamé. Deox gran- 
denra soni dites conjagnées en are, lonqa'eDes apparliennent, ebacane, è ehacane dea 
deux sarfaces qai paasent par eet are. Elles soot coojagnées en sorfaeey lorsqa'el- 
les apparliennenty ehacane, è ehaeon dea deox area qai se tronvent sor la snifMe. 
Ainai vg y vi soni conjagaées saiyant Fare da, ; v^^ v^ soni conjagnés en sorfaee; 
De méme les formales préeédentes soni conjopiées en are. eie. 

8? De prqjeetiani ortìwganales d'une eouftwre propre, au indmée, 
sur la tangente à l'une de$ caurbes coordannées. 

1 
Si Ton remarqae qae , poar projeler ane eoarbnre — sor dor^ , il soffit de 

projeter celle eoarbnre sor le pian langenl è la snrface p, ce qai donne ^-y et 

Rf 

ensnile de projeler celle projeetion snr dv, , ce qui donne -^-^ 9 Ton yoìI qae 

ce résaltal n'esl aalre ehose qae — -* Si l'on opere de méme par rapporl 

à dor, fon aara: 

j c o8ii,d<r^ sin 7 eoa il, d<r sin y^ j 

on Irouvera de méme: 
(13) I ^2ì<Sl^^p. , cos^^^sm^^ j ^gj 

dans les quelles les seconds membres deviennent des fonclions des composantes 
obliqaes des coarbures propres et des courbares inciinés, si Fon remplace les eom- 
posanles orthogonales par les composantes obliqaes, au moyen des relalions (10)' (11)'. 
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9? Yuriatìmu de t'migU de$ wret eoardmmét. 

La varìatioD de Tangle de deox arcs eoordomiés peal ayoir lieo pir rapport à 
Tan des deox arcs appartenanl à l'angle, oa bien, par rappoii aii iroisiéine are 
eoordonné, caleokMiB ees deu sorles de varialioas. L'oe a : 

da. dff^ d9| dff^ dv, àa^ 
or, 

( yx èx\ __ >x /3ig\ ix (2E\ 
da. d<r,/ "" d<r, \dflr,/ dor, \dflr,/ 

Si l'oo a égard aox fommles (8) , el (9) , le seeond membre de réqualioo 
précédente, divise par dp, devient: 

dx co8^,^g óx eosA^x 

d'aprés eela, si l*on prend la yarìation par rapport à p., des deox membres de 
réqaalion qui donne eos f , on aara, en ayant égard aox éqnalions (12), et (13), 

En opérant de la méme manière, on troovera 

do 1 1 

Ges deox équations peayent s'écrire sovs la forme sniyante : 
(14) -'^ = J„H-I., (6) 

(15)' — »? = J«,-+-J.o (3) 

De ces éqaations l'on dédait les relations saivantes : 

^»T=^(J«H-I.) = »(J„+Is) (3) 

5 » t = a ( J„ 4- IJ = » (J,o+ J.o). (6) 

Il est bòn de remarquer qae, si l'angle f n'éproayait pas de variation lorsque 
Tan des paramétres p, , p, , p yienl è yarier; dans le premier cas, le courbure in- 
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1 1 

clinée géodésiqve =— de l*arc dor, senit égale à la courbure géodésique propre ^- > 

et de signe conlraire; Dans le seeood eas, la coartare géodésiqoe incKnée =— de 

1^4 1 
1 

Tare do-,, et sa coarbore géodésiqae -^ seraient égales et de signes coDtraires ; dans 

le troisiéme cas, les composantes ortbogonales dea deox coarbares inclìnées de l'are do-, 
par rapporl aa pian langeot à la surface p, seraient égales , et de signes conlraires. 

10? Expression géométrique des rayoru de courlmre indinée géodésique, 

Goncevons le systéme des tangenles ménées par les extrémilés de l'élément d*an are 
coordonnée, do-, d'une part, à cet are, et de Tautre, apx courbes de la sèrie (o-,) qoì 
passent par les extrémilés des cet are; projetons le systéme sur le pian tangent a la 
surface p saiyant l'élément do-, , appelons r, la distance, comptée sur la tangente à 
l'élément do-,, entre le point de contact et le point où elle est coupée par la prò- 
jection de la tangente k la courbe inflniment voisine de la méme sèrie. Si, de 
ce point comme centre, avec un rayon égal à r, , on décrit , entre ces deux droi- 
tes, an are de cercle, la longueur de cet are sera do-, sin ^ , et , si fon remarqae 
que Tangle de ces deux droites est J,^» l'on aura r, J,^=s do-, sin^ , et, par suite^ 
la formale : 

/-«» 4 sino 

(16) r r- <*> 

ce qui donne la signiBcation géométrique du rayon de courbure indinée géodési- 
que L,^9 et le moyen de le conslruire géométriquement. 

On peut aussi trouYér Texpression géométrique des autres composantes ortbogo- 
nales des courbures inclinées. Projetons le méme systéme de 4 tangentes, sur le 
pian tangent à la surface p, , appelons Ao-, , la projection de do-, sur ce pian, et f ', 
l'angle que cetle projection fait avec do-, , appelons r',^ la distance , comptée sur la 
tangente à l'élément do, , entre le point de contact et le point où elle est coupée 
par la projection de la tangente k la courbe inBniment voisine de la méme sèrie. 
Si, de ce point comme centre, avec un rayon égal à r,^ , on décrit, entre ces deux 
droites, un are de cercle; sa longueur sera Ao-, sin f '; et, si l'on remarque que l'an- 
gle de ces deux droites est J',^ l'on aura i^A^r^^»- Av,, or, si fon remarque aussi que 
l'on a: 

tang f ' sss tang ^ eos 0, , Av, cos f '«= do-, cos f 
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l'on oblient : 

1 sin 9 COB 9. 
(17) rr ^.— ^' (12) 

Si l*on substitue dans les formales (14) el (15) les valeura dea composanies orih<K 
gonales dea courburea inclinéeay (iréea dea éqaatìona (16) el (17), l'on obtieni dea 
noQvellea expreaaiona dea varialiona dea anglea coordonnéa. 

117 Expremon de$ caurbures en fùncikn dei vortaftòna 

dei arcs coordonnés. 

Revenona anr l'expreaaion de eoa ^ donnée au commencemenl du n? 9 » el aur 
la varialion par rapporl k a* , dea différenla lermea de celle expreaaion. Si noua re- 
marqaona que l*on a : 






el que l'on peul inlerverlir l'ordre dea varialiona du premier terme du aecond 
membre, l*on aura : 

(9x àx\ (i^x àx . \^x òx coaii^a; , 

Si l'on développe de la méme manière lea varialiona dea deux aulrea lermea de l'ex- 
preasion de coainua f, el qu'on lea ajoule à la varialion précédente l'on aura , ré- 
ducliona faitea , 

/aov ^ ^^^t ^Av^ . coaii. dv, , 

(18) >.coBf> = -j-i — coay.-r— >H i — ?d», , (6) 

qui peul a'écrìre aoua une forme pina aimple, l'orsque Ton réunil en un aeul , les 
termea qui conliennenl le coainua de l'angle 7. 

(18)' d<r,d<r, ^^* ^""^ = 8- (eoa y d<r,) - dd<r, (6) 

1 1 

Si l'on inlroduil dana celle formule la compoaanle orlbogonale s- de la courbure — » 

Ton aura: 
(18)' d<r, d(j,2^ =- »• (eoa «p d<r,) -^ ad<r, . (6) 
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Telles soni, les foimules qui donneai les composanles orlbogonales de la cour- 
bure propre d*une courbe coordonnée d^, suivanl le pian langenl a Fune des deux 
surfaces doni celle courbe esl l'inlerseclion. Ges composanles soni exprimées en 
fonclion des varialions des arcs coordonnés. 

On peul aussi oblenir les courbures inciinées en fonclion des varialions des arcs 
coordonnés. Si l'on compare les équalions (14) el (18), le résullal de celle com- 
paraison donne : 



(19) d(j, d(j, ^^<-^^^' == dd(j,— cos f >d(T, . 



. ... (6) 

1 

Si Ton inlroduil dans celle formule la composanle orlhogonale f— de la cour- 
bure inòlinee — » on obliendra: 



(19)' -- ^-r — = ^^'« — ^^ T *^^» • 



L 



(6) 



SI 



Il esl bon de remarquer 1* que les formules (18) el (19) , donnenl les com- 
posanles orlbogonales des courbures propres, el des courbures inciinées, en fonclion 
des paramèlres différenliels ft, ft^ , h^; il snfCl , ponr cela , de snbsliluer dans ces 

formules les dérivées —, ^ > —* , en fonclion de ces paramèlres données par les 

dp dp, dp, 

1 1 

équalions (5); 2® que Ton peul aussi oblenir les composanles obliques — * ir d'une 

1 

courbure — au moyen des varialions des arcs coordonnés, el par suile, en fonc- 
lion des paramèlres différenliels du premier ordre. Il sufCl de résoudre le sysléme 

11 

des deux équalions (10) par rapporl à — > -n- considerées comme inconnues ; l'on 

oblienl ainsi: 

sin'd, __ 1 COS0, sin*d, _ 1 ^ cose. 



1 1 

dans lesquelles il faudra porler les valeurs de ^^ > ^tt , données par les formu- 
les (18)". 
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12? VariatUms dei arcs des Ugnes coordonnées, RelaUons enire ces variaiions. 

Considérons sinmllanémenl les deux équalions conjuguées suivant la surface p , 

1 

coDienues dans le groupe (19)'; l'un de ces équaMons conliendra la courbure j— , 

1 

et l'autre la courbure |— • Elles formenl un système dans le quel les variaiions des 

arcs soni les deux inconnues. La résolulion des ceux équalions donne les variaiions 
cherchées, qui soni: 
I9i(\\ sin y adir, 1 cos(p 

que Ton peul aussi écrire sous la forme suivanle: 

(20)' sin (f <Jd<T,= Ia,dffa-+- U^^^i «os (p. (6) 

Il esl aisi de voir que Ton pourrail oblenir sans difiicullé les variaiions des arcs, 
en fonclion des composanles obliques des courbures inclinées; il suf&rail d'éb'miner 

1 1 

les courbures |— ^ =— au moyen des équalions (20) el (11)'. 

L'éliminalion de l'angle f enlre Téqualion (20)' el celle qui lui est conjuguée 
suivant la surface p, conduil à la relation sinopie: 

(21) (Mer.)'— (>der.)*= IJ, derj — IJ,derJ , (3) 

qui Ton peul écrire sous la forme suivanle: 



<»■)■ (é---^)-(i'-^=4;-iT. 



(3) 



13? VariaHon de V angle que la tangente àl'une des caurbes caordannées, 

fait avec une direction fixe. 

L'angle que la tangente a Tune des courbes coordonnées d^,, fait avec une 
droile Bxe^ peul subir deux sorles de variaiions: celle qui provieni d*un déplace- 
menl effeclué sur la courbe elle méme , et celle qui provieni d*un déplacemenl ef- 
feclué sur Fune des deux courbes conjuguées, nous allons calculer successi vement 
ces deux variaiions, eu commen^ant par le seconde. 
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IT SoppofODf qoe celle direetkw fixe, cotneide aree l'aie des «, et reprtie» - 
toni» poor abreger, par X, X,, X, ; T, Y„ T, ; Z, Z,, Z.» ka tùnam dea aigica qoe 
lea laDgentea aoic troia eoorbea eoordooaéea, fool avee lea aiea dea x, f , a. Déeoan 

poaooa one eoarlnire ìndiiiée — auiTanl lea éiémena ds^ , dr, , dv, d*apréa h règie 

do parallélipìpède dea forcea, et, repréaenlona rune qiieleoM|ve de cea roaipoaftea 

obliquea^ par eiempley la compoaaDte aaivant rélémeiil dor,, par -p^ , Hndiee (S) 

marquanl rélémenl de l'are aniTant leqoel la compoaaDte eat priae. Cela poaé» ai 

noos remarqnona qu'il n'y a qu'an seni mode de décompoaitioii de la coorbure — 

-Ci» 
foivant lea arca d^, d^,, d^,, l'oo aura : 

1 

or, la projectiofi de la courborc — sor l'aie dea x , est égale à la somme des 

■Cii 

111 

prqjectìoDS des compoaantes ^ , |^ , -^ sor le méme axe , oo aora done , d'a- 

*»i *«l *»4 

près l'équalion (9) , 
/«o» *1X, da, /X X, XA ^-^ 

1 

2? Si nouf représeotons par -^, la composante obliqoe soiyant l'élémenl da, 

' 4 

1 

d'une coorbare — d'aprés la règie de parallélipìpède des forces , l'iiidice (2) mar- 

quanl Télémenl suivanl le quel la composante est prise, Téquation (8) donnera» en 
opérant comme nous venons de la faire , 

avec les relation^ 

<") I ;f =,>r7.' ;f ^ :: ;r'i?' vTsr?| <'> 

Ces variations constituent en quelqoe sorte l'essence de la qoestlon qui nous 
oceupe. Dans la théorie purement analytique des coordonnées curvilìgnes, elles de- 
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peDdent de la résolution d*un systéme de 9 équations Hnéaires, k 9 ìnconnues» doni 
les coefCcienls se composeni des variations premìères et secondes des paramètres 
dilférenliels du premier ordre, et des varìatìons des angles coordonnés. La méthode 
que Dous avons suivie, dispense de la résolution d*un pareil systéme d'équations , 
résolution qui serait, peut-élre, impraticable ; elle y substitue un procède simple et 
facile, et donne l'expression de ces yariatiQns sous une forme k la quelle Tintro- 
duction des courbures inclinées, donne un caractère de clarté et de symètrie. 

Ili 

Il est bon de remarquer que les trois composanles obliques -pj > jj-^, ^ sont 

*14 *li "ti 

liées enlre elles par une relation linéaire» et qu*il en est de méme des trois com- 

111 

pòsantes obliques -^) -^f -^g^i en effét, sì l'on élimine ^,» e'^^ entre les trois èqua- 

r^ r^ r^ 

tions (22), et, v^v^ entre les trois équations (25), Ton obtient: 

r9fi\ I * COStp COS(p, 1 C08(p C08(p. . 



ì^t De la doublé variaiion d'un cosinus X, rekaif à un are caordanné, 
prise par rapport aux deux autres arcs coordonnés. 

Remarquons que la dérivée seconde de X, par rapport à p et p^, peut s*obte- 

nir des deux manières: ou bien, en prenant la variation, par rapport à p , de -r-^, 

dp, 

ou bien, la variation par rapport à p. , de ~ • Si nous faisons le calcul de la pre- 

dp 

miére manière, nous introduisons dans le second membre de la dérivée de Tèqua- 

tion donnée par le type (23), les varìatìons simples, par rapport à p, de X, X^, X^; 

et, si nòus éliminons ces variations au moyen des équations contenues dans les ty- 

pes (23) et (24), nous avons la variation seconde exprìmèc linéairement par rapport 

Pour abréger , posons : 

^ ^ W 7^-^ J?^ ^^^^5?" 

1 1 

et représentons par jpjj > jjpjj , ce que devient cette expression, lorsqu'on remplace 

les indices de forme (0) de seconds facteurs, pour les indioes (1), (2), l'on 
Tom. VI. N.). 11 
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anra : 

(28) (3) 

Si noiu faiflons le calcili de la seconde manière, que nona posions 

1 i 1 1 

et que nona repréaeniiona par -^^ » i^, ce qui deyient ceite expression lorsqa*on 

remplace lea indicea de forme (0) dea seconda facteura, par Ics indicea (1) , (2), 
l'on aara; 

d^ da da,/^ X^ X^\ 

dpdp. "" dp ' dp. VN<«' "^ N*»» "^ N<*7 
(28)' (3) 



X 



wX'^r^''^X'^) 



15? Belatkmt erUre les vanaUon» dei composantes 
des courlmres incUnéet. 



Si l'on remarqae que lea denx varìalions secondes da n? précédent, doivenl 
élre identiqueSt qnelqaes soienl X, X, » X., fon obliendra troia relations entre lea 
yariations dea composantes obliqaea des courbures inclinéea. Cea relationa sont: 

d / d<r, \ d / d<r \ i^^«/_L ^\ 
dp W l[V dpAd^,/ ^ dpdp. VN<-» M^>;' 

/oox d / d<r. \ d / d(r \ dada,/ 1 1 \ ,,, 

d / da, \ d / da \ da da,/ 1 1_\ 

àpWd dp,U^iV^dp'dp.VlF' W^) 
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Si Fon a égard wx relations (26), les seeonds membres des équation» préeédeates 
soni représentés par les trois lignes snivantes: 

~dpd7.Lw~i55^)'^(^f^~wJ' 

La première el la demière des équalions (29), appartiennent aa méme lype, la 
deuxième est une conséquence des deux aatres, comme il est aisé de le reeonnattre 
d*aprés la forme que doos venons de donner aux seconda membres de ees équalions. 

En effet, si l'on mulliplie la première par — eoe f^, la deuxième par runité, et 
la troisième par — cosf, el qu*on ajoute, on oblienl une équation identiquement 
nulle eu verlu des équations (15). 

16? De la doublé variaiian d'un cosinus X, rdadf à un are coordtnmé, 
prise par rappart à cet are, et à Vun des deu» auires. 

Represenlons par -p^» ^Sm '^^ expressions suivantes: 
1 1 1 1 1 t 1 1 

1111 

®^ P^** p(T) > p(>) ' Tylif > 7>u) ^ fl^^ deyiennent ces deux expressions , lorsqu'on 
remplace les indices de forme (®) des seconds facteurs , par les indìces (1 ) , (2) ; 

JjTV 

cela pose, prenons la varialions de -^ par rappori à p. , et ensuite la variation 

dp 

de -T^ par rappori à p , et opérons comme ^u n? 14; 
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Noos aaroM: 



d«X. d»dff./X X, XA 
dp dp. " dp dp, \W "^ P"» ■*■ F»7 

(30) (6) 

_d/da\ _.d/d<r\,„d/d<r\ 

d»x. <!!«>»./JL . Ilj. ^A 

dp,dp ~ dpdp, \Q'" ■*" Q"> "^ "^j 
(80)' (6) 

+ ^rp(dS?)^^'^p(d^)-^^4(w)- 



17? Rdaiiona entre les variaiions des courìmres prapres et des 

courbures incUnées. 

Si l*on identifie les coefficienls de X, X^ X» des deu expressions précédentes 
l'on aura les trois relations: 

<*pAdnS/ dp^d^V^dpdpAo^ H' 



/ojv d / d(r \ d / d<r \ d<rd(r,/ 1 t \ 

<''* drAw~d-pid^;==d-pd7:l^ <"> 

^/ da \ d / d<r \ dada,/ 1 _J_\ 
àp. WW àp \K^) - dp dpAO^ H * 

Si fon a égard aux relations (26), les seconds membres soni répresentés par 
les expressions soivantes: 
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(W~^)] ' 

Les deux premiéres équtlioos consUtuent, ehaeune un type parliculìer; la dernìére 
est une conséquence des deux tulres, comme il esl aisé de le reconnaltre, d'aprés 
la forme que noos venons de donner aax aeconds membres des éqaalions. Ces foi^ 
mules renferment comme cas particnlier, les formules de H. Lamé relatives au sy- 
stéme orthogonal , el celles de Gauss relalives aux courbes tracées sur une surflMse 
quelconque. Si Fon éliminait des formules (29) et (31) les variatìons des aros, au 
moyen des équations (20)9 Ton aurail des formules qui ne coniiendraient que les 
courbures propres ou inclinées» el leurs varialions. Ce calcul se fait simplement de 
la manière suivante. 



18? Transformatiùn dea équathns précédenUs, 

Remarquons en premier lieu que les yariations des arca, s'exprimenl très sim- 
plement en fonclion des composantes obliques des courbures inclinées, suivant 
les trois arcs coordonnés. En effet si dans les formules (20) , on exprime les 

1 1 

courbures |— » f— en fonclion des composantes obliques des courbures inclinées , 

suivant les trois arcs coordonnés, on obtient, par des transformations faciles, les deux 
équations : 

Ces formules peuvent sussi étre établies direclemenl comme il suit. Si Ton re- 
marque que Fon a les deux relationst 

d^ » dv, dx Y ^^* , 

dp, 'dp, ' dp, dpi ' 

La differentiation de la première par rapport è pi, et de la seconde par rapport 
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a Pi donnera deux résullats idenliques quelques soient X , X, , X^ ; or , si, de ces 

deux résullals , Fon élimine les deux lermes -j-^, -—^ au moyen dcs équations (23), 

dpa dp, 

et que l*on idenliGe les coefGcienls de X» X, , X, l*on oblient les équations ci des- 
sus, ainsi que la relation suivante: 

(32) 4^4' ^'* 

laquelle prouve que les composantes obliques, suivant le méme are d^, de la courbnre 
inclinée des deux autres arcs, Tun par rapporl a fautre, sont égales. 

Gela pose, effectuons les différentiations indiquées dans les premiers membres 
des équations dti n® 15, et éliminons les variations des arcs au moyen des équa- 
tions que nous venons d'etablir, nous aurons les 3 équations suivantes: 

En opérant de là méme manière sur les premiers membres des équations du n^l7, 
fon trouve: 

d /1\ d /i\ / 1 1_ 2 \ / 1 1 \ 

da, Vi»7 àa\??}- \^,%^i -^ rf l^i ZX r?7 "^ {f^iW^ Ì^J ^ 



d<r 



d(7 
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iJiiid» niìtit) I ' 



19? Condusion^ 

Les formales fondamenUles que nons avons éublies dans le oours de ce me- 
moire, n'avaienl pas encore été trouvées (*) par les géomélres, dans le cas d'un sys- 
téme qaelconque dea coordonnées curviiignes. La forme simple et espressive qu'elles 
possedent leur vieni de rintroduclion que nous avons faite dans nolre théorie, de 
la courlmre indinée dea courbes coordonnées. Elles donnenl Heu k des applications 
intéressanles, faites à la Ihéorie des courbes et des surfaces^ dont nous avons déjà 
fait connatlre une partie dans les Comptes rendus de l'Institut tom. 57. Nous nous 
proposons pour montrer Tulilité de nos formules, de réunir les plus importantes de 
ces applications dans un seoond travail. 



Harseille, 24 février 1862. 



(•) 



Yoyes lei eomptei nndus de rinititiit tom 54. pag. 462. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



EQUAZIONI FINITE ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
DI ALCUNE CURVE DERIVATE. 



1? Se da un ponto scelto nel piano di curva si conduca una perpendicolare so- 
pra la retta tangente alla curva in un punto dato , è noto che il luogo geometrico 
dei piedi di queste perpendicolari produce una nuova curva , che dicesi derivata 
prima positiva dalla curva data: proseguendo con la stessa legge si darà luogo ad 
una serie di curve derivate di ordine intero e positivo. Viceversa il luogo geome- 
trico degli inviluppi delle rette condotte perpendicolarmente alle estremità dei re- 
spettivi raggi vettori di una curva data> dicesi prima derivata negativa, e prose- 
guendo con la stessa legge si dedurrà una serie di curve derivate di ordine intero 
negativo. Queste curve sono state da lungo tempo esaminate da me , ed in varie 
questioni dal Sig. W. Roberts, e dal Sig. Profes. Hirst , e da altri geometri. Os- 
servando poi una qualunque delle due leggi di derivazioni si scorgerà, che nell' ordine 
intero positivo, una curva derivata, si potrà considerare come prima derivata ne- 
gativa dalla susseguente; lo scopo di questo breve articolo, è di riportare in alcune ap- 
plicazioni l'equazioni differenziali di certe curve derivate 9 che potranno considerarsi 
di ordine negativo rispetto alla curva susseguente. 

2? Siano adunque x, y le coordinate di un punto qualunque di una curva data 
di equazione y »= f(x). Conducendo per questo punto una retta tangente, la sua 
equazione sarà 

Y_, = J|(X_.) 

ed ove X, Y sono le coordinate di un punto qualunque della detta retta tangente. 
Scegliamo 1* origine per punto fisso, e conduciamo da queste una perpendicolare sulla 
tangente si avrà 

dy 
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Li coesùteim delle due eqnaiioiii per lo stesso vilore dì s , y porgerà per relimì- 
nazione 

^ J^ (gdy — ydg) ^^ dg (gdjf — yàx) 

d4B?H- dy* ' d»'-+- dy" 

I secondi membri si potranno rìdorre mediante l'equazione della corva, a semplici 
funzioni di una sola yarìabile, la quale eliminata ci farà giungere ad una equazione 
fra X, Y, che appartiene alla prima curva derivata positiva : se per i corrispondenti 
punti queste due curve le loro equazioni siano espresse per 

/(«,y) = , F(X,Y) = 

la curva F è prima derivata positiva da /, e viceversa /sarà prima derivata ne- 
gativa da F. Ora quando sia data la curva F , è chiaro per i precedenti valori 
di X 9 Y , che verrà a riconoscersi Tequazione differenziale della curva f prima de- 
rivata negativa da F: il che dichiareremo con qualche esempio. 

3? Supponiamo che la curva F si riduca ad un' ellisse con l' origine al centro 
si avrà per 1* equazione 

X* Y* , 

a y 

sostituiti i precedenti valori di X, Y si avrà primieramente 

dy* (xày — ydx)* da;* (a?dy — yàxf _ 
a* (d«*+rdp) 6* (d«»4- dy») 

ove fatto dy =pdXf si giungerà all'equazione di quarto grado 

6» («'—a») p*- 2A*»yp'H- (aV-f- 6y- 2a»6*) p*— 2a««y.p -t- o* (y*-6*) = 

la quale sarà l' equazione differenziale non lineare della prima curva derivata ne- 
gativa dall' ellisse : Come già moslrai da lungo tempo , V equazione finita di questa 
curva è del sesto ordine e conosciuta sotlo il nome di curva di Talbot Di più 
come ha mostrato il sig W, Roberts , la curva parallela ad una curva data ha la 
più grande analogia con la prima derivata negativa, e ad essa sì riduce per alcune 
sostituzioni particolari e viceversa la prima derivata negativa si potrà riportare alla 
curva parallela: si può consultare una Memoria del Sig. Cayley nel tomo III. di 
questi Annali sulla superficie parallela all' ellissoide , ed una breve Nota del Si- 
gnor W. Boberts inserita nel tomo IV. dei medesimi Annali. 

Tom. VI. N. 2. 12 
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4* Cosi per dùcolere un' altra applicazione, prendiamo un' ellisse, e la sua de* 
riyata poaitiya dal centro, e che saranno 



^ 4- S = i ' (X*4- T)*^ o"X*-t- 6"Y* 



a 



viceversa 1* ellisse sarà prima derivata negativa dalla curva di qnart' ordine. 
Se in questa seconda -sostituiamo i valori di X , Y , di sopra stabiliti otterremo 

(a?dy — ydxy= o*dy*-f- Vdaf 

la quale sarà l' equazione differenziale dell' ellisse, come sarebbe facile il verificarla 
direttamente: infatti la detta equazione differenziale è verificata dai valori 

d;s=>acosf , y^'baentf, 
di pia la medesima porge 

la quale vien anche soddisfatta sotto la condizione delle due radici eguali, ossia pef 

valore nullo del discriminante: infatti risoluta una tal equazione rapporto a — ^, 

do; 

si trova per la quantità sotto il vincolo radicale b*x*-\- a*y* — a*6', la quale egua- 
gliata a zero rappresenta l'equazione dell' ellisse. 

5? Facciamo qualche altra indagine, per la curva parallela alF ellisse, e per la 
sua prima derivata negativa. Il Sig. Cayley nel tomo III. di questi Annali giunge 
all'equazione della curva parallela all'ellisse col cercare il discriminante nullo del-^ 
r equazione di terzo grado 

3^^. 3 (a^^ b*^ ì^—x^—y^) e*^ 3 (oV-h b^k*— a^b*— 6V— oy) e 

ove A( è la distanza costante presa sulla direzione della normale all'ellisse: se T e-^ 
quazione di terzo grado si ponga sotto la forma 

Afl»-f- 3Be*-f- 3C5 -H D = Q 

e per maggior simmetria di calcolo , il discriminante si rappresenti per la differen- 
za di un quadrato e di un cubo , in questa guisa 1* espressione simmetrica che ne 
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risulta porgerà sotto il medesimo aspetto tanto l'equazione della curva parallela 
all' ellisse , quanto per quelle modificazioni che indicheremo^ l'equazione della prima 
derivata negativa. Ora per il discriminante D, dell'equazione di torzo grado ab- 
biamo 

AD.= (A*D -h 2B3— 3 ABC)*- 4(B*- AC)^ 

quindi eguagliato a zero, e sostituiti i valori di A , B, G, D risulterà per Tequa* 
zione della curva parallela all'ellisse 

^27 oVJk*-h 2 (a* 4- b* ■+- ik*- «*- y*)' 

— 9 (a*-f- 0*4- Jk*- «"— y^) (aV4- bV^ 0*6*- *V- oV)) 

- 4 /(a* 4- ft*4- Jk?— «*— y*)*— 3 (a"Jk»4- 6'ik*4- aV- ^a^— oV)) = 

la quale ascende all'ottavo grado, e fu ritrovata la prima volta dal Sig. Catalan, 
Ora secondo una regola indicata dal Sig. W. Roberts si passerà da questa curva, 
alla prima derivata negativa con duplicare le dimensioni a, b dell' ellisse, e col fa- 
re k^=a^^ y*. Eseguito pertanto un tal cangiamento, l'equazione resta divisi- 
bile per 16', e si otterrà la nuova equazione 

^4 (a*4- 6*- a^V) - 3 (aV4- 6"y*)Y 

== Ua^ (26"— a") «*4- W (2o*— 6") y»— 4 (a" 4- V) (2a»-^ V) (26*- o»)) 

la quale è di sesto grado, e che fu da me ritrovata la prima volta nel 1846: di 
più in altra mia Memoria pubblicata nel tomo YI. Annali di scienze Matematiche e Fisi- 
che 1855 giunsi alla medesima equazione con aver riportato la questione alla ri- 
cerca di un discriminante nulb in un'equazione di quarto grado; ma il Sig. Cayley 
in una sua Memoria pubblicata nel tomo II. di questi Annali 1859, giunge a de- 
terminare l'equazione slessa riportandola alla ricerca di un discriminante nullo in 
un' equazione di terzo grado : adunque la ritrovata equazione di sesto grado verifi- 
cherà l'equazione differenziale di quarto grado riportata al n? 3. 

6? Termineremo questo breve articolo con rammemorare le ricerche fatte da 
alcuni geometri sulle curve, e superficie parallele. Cosi nel 1792. Il Prof. A, LoU 
ieri pubblicò in Pavia un'opuscolo sopra le curve parallele. In questo scritto si 
trovano l'equazioni differenziali delle curve parallele all'ellisse, alla parabola, alla 
logistica, logaritmica, alla cicloide, ed alla trattrice, o trattoria, e si aggiungono 
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diverse altre ricerche importanti sullo stesso argomento. Circa la stessa epoca com- 
parvero le Memorie di Kaestner negli atti di Gottinga, e del Cagnazzi di Napoli. 
Nel tomo terzo degli Annali di Matematica del Terquem per Tanno 1844. trovasi 
una Memoria del Signor Breton di Champ sulle curve parallele all'ellisse, ove il 
Terquem fa osservare in una sua Nota, che il Sig. Reiss di Gottinga in una dis- 
sertazione pubblicata fin dal 1826 sotto il titolo De Uneis et mperfidébiu aequi^ 
dUtaniibus sono riportate tutte le formole differenziali relative aJIe curve equidi- 
stanti piane, a doppia curvatura ed alle superficie curve. Quantunque non sia a 
mia cognizione la citata dissertazione faccio pur nondimeno osservare , che tutte le 
formole differenziali sopra le curve, e superficie parallele sono esposte in una me- 
moria del Prof. A. Bordoni di Pavia, presentata alla Società Italiana delle Scienze 
fin dal 1811, e pubblicata quindi nel 1813 nel tomo 16® degli Atti della stessa 
Società. Infine si rammenti la citata Memoria del Sig. Cayley sulla parallela alFel* 
lisse ed altra sulla parallela alla ellissoide, ed ambedue inserite nel tomo III. di 
questi Annali, non che due mie Memorie pubblicate fin dal 1850. 



Roma 3 Agosto 1864. 



Barnaba Tortoliri. 



n oti 
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Haiilère de« compier de« Au«leiui avec les doìgts des maina et autres 
parties du corps. ( Extrait du Tratado de Mathematieaa , por JUAN PEREZ DE 
MOTA, Alcala de Henares afio 1573.). Par A. HMm , Professeur, Officier 
de rinstniction publique. 



Les ancìens comptaient avec les doigts de la main gauche jusqu*à 99, et avec 
ceux de la main droite les nombres au dessus de 100, de la manière que nous 
allons dire. Quoique différents auteurs fassent mentìon de ce mode de compier, 
tei que Erasme en son exposìtion du premier livre de St Jerome contro Jovinien, 
StJéràme luì-méme dans le livre I*, chap. XIII, sur TE vangile de St. Matthieu, 
Si. Isidore, Bède FAnglo-saxon dans le traité qu*il intitule : de natura rerum , An- 
timio deLebrixa en la 19* annotation de la 3* Quinquagena, et beaucoup d*autres, 
celuì qui Texplique le mieux et avec le plus de soin est Pierio Valeriano en son 
37* livre de hyeroglyphids. 

Ce demìer auteur dit que pour marquer 1, les anciens pliaient le petit doigt 
de la main gauche de manière à ce qu*il touch&t à la paume de la main. Le petit 
doigt et celui qui le suit ( le medicus des Latins ) pliés de cotte sorte indiquaient 
le nombre 2. Pour 3, ils pliaient toujours de la méme manière les deux doigts susdits 
et le doigt du milieu. Pour indiquer 4, ils levaient le petit doigt et laissaìent le 
medìus et le medicus pliés comme ils Tétaìent pour 3. Pour 5, ils tenaìent plié le 
doigt medius , et étendus les autres doigts de la main. Pour 6 ils pliaient le doigt 
medicus et étendaient les autres. Macrobe (liv. 6. chap. 13 des Satumales) recher- 
chant pour quelle raison Tanneau se met dans ce doigt medicus , plutòt que dans 
tout autre doigt de Isi main, entre autres causes donne celle-ci: c*e8t, dit-il, 
parco que le anciens figuraient avec ce doigt le nombre 6; que 6 est le premier 
des nombres parfaits, et que les nombres parfaits étant grandement célébrés pour 
les propriétés excellentes et singulières qu*on trouvait en eux à Texclusion des au- 
tres nombres, on récompensa le doigt qui denoto un nombre si excellent, en le 
couronnant avec Tanneau. Pour marquer 7 ils pliaient le petit doigt autant que 
possible , de manière qu*il atteignlt la base de la main. Pour 8 il pliaient à la fois 
de cette méme manière le medicus et le petit doigt. Pour 9 ils pliaient le medius, 
conjointement avec les deux autres , petit doigt et medicus. Pour 10, ils posaient 
le bout de Tindex sur la jointure du milieu du ponce. Pour 20 Tongle du pouce 
était pose entre les racines de Tindex et du medicus. Pour 30 le bout de Tindex 
était joint avec le bout du pouce. Pour 40 ils mettaient le pouce sur Tindex, en 
forme de croix. Pour 50 ils étendaient bien la paume de la main et les doigts , 
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et avec le pouce faisaient cette figure F. Pour 60, ils arrondissaient Tindex autour 
du pouce 9 par le milieu. Pour 70, ils faisaient comme pour 60, avec cette di£fé- 
rence que Tindex entourant le pouce devait laisser Tongle du pouce beaucoup plus 
à découvert que pour 60, le plus à découvert qu'il était possible. Pour 80 ils pò- 
saient Tindex sur le pouce , à Tinverse de ce qui se faisait pour 40. Pour 90 Tin- 
dex devait étre plié de manière à toucher à la naissance, ou racine du pouce. 

De là ils passaient à la main droite; et ce qui en la main gauche était 1, en 
la droite est 100; et ce qui en la gauche étnit 2, en la droite est 200; et ils pro- 
cédaìent ainsi successivement jusqu^à poser 900 en la main droite , de la méme 
manière qu*en la gauche il posaient 9. Et ce qui en la gauche faisait 10, en la droite 
fera 1000, ce qui faisait 20, 2000, et ainsi de suite jusqu*à 9000 qui se pose de 
la méme manière qu*on posait 90 de la main gauche. 

Juvénal fait mention de cette manière de compier les centaines avec la main 
droite, quand il dit en parlant de Nestor ( X* Satire): 

Felix nimirum, qui per tot saccaia mortem 
Distulit, atque suos jam dextera computai annos. 

Pline(liv. 34, chap. 7 ) et Macrobe (liv. 1, chap. 9. ) font mention de cette fa^n de 
compter avec la main gauche les nombres auniessous de 100, et avec la droite les 

nombres exacts de centaines, quand ils traitent de la statue de Janus (divinile qui 
présidait à Tannée chez les anciens); il disent en effet qu*on le représentait indiquant 
avec la main droite 300 , et avec la gauche 65, c'est-à-dire le nombre ou la me> 
sure des jours qui composent Tannée. Suivant ce que nous avons mentre , la sta- 
tue de Janus avait les trois doigts ( le petit, le medicus et le medius ) de la main 
droite fermés, marquant ainsi 300; de la main gauche il faisait la figue^ figure 
avec laquellc on indique 65. 

Poui'suivant ce qui a été commencé, on trouve que la main gauche appuyée 
à la poi trine , la paume tournée vei*s le cìel, marque 10,000. La main renversée 
la paume contro la poitrine marque 20,000. La main touchant la poitrine de ma- 
nière que la paume soit tournée vers les pieds marque 30,000. La dite main pla- 
cée en face du nombril , la paume vers le ciel , marque 40,000. 

Marre. 
Paris, le 12 Janvier 1864. 
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QUAESTIONES 

Quas Academiae Regiae Sdentiarum Borussicae Classis Ithysica et Mathematica 

certamini litterario in a. MDCCCLXVI et MDCCCLXVII proponit 

promulgata in conventu solemni anniversario Leibnitii memoria dicatOf 

Die VII, luUi a, MDCCCLXIV. 



I. 

(BX pecunia a STBIItnO INSTITUBlfDIS CBBIAMmiBUS LITTBftABIlS LEGATA.) 

Quum III. Steinerus commeotalione egregia, quae anno MDCGCLYI in relatio- 
nìbus Academiae menslruis prodiit (*), fundamenla posueril quìbus superficierum 
terlii ordìnis Iheoria geomelrica superslrui polesl , Academia scientiarum viros in 
melhodis syntbeticis versalos coborlalur , ut quae a praeslantissimo geometra incboata 
sunt compleanl atque perficianl. Quem ad finem id potissimum speclandum erit , 
primum ut propoSitionum praecipuarum demonstrationes ab ipso auclore non nisi pri- 
mis lineis designalae diligenter elaborentur; deinde ut disquisitìo geometrica ad eos 
quoque casus nondum salis exploratos extendatur, in quibus evenìt ut elementa quae- 
dam ad superficie! constructionem a Steinero adhibita non sint realia. Praeterea 
etsi Academia non postulat , ut lineae duplicis curvaturae ex intersectione duarum 
superficierum tertii ordìnis prodeunles accuratius examìnentur, tamen rem gravissi- 
mam facturum esse ceuset, qui hanc partem Sleinerianae doctrinae suppleveril. 

Gonstitutae sunt Galendae Martiae anni MDGGGLXVI, ultra quas nullae com- 
menlationes ad certamen admitlenlur. Addendae sunt ex more solito commentatio- 
nibus scbedulae, quae nomen aucloris contineant, obsignatae atque iisdem inscriptio- 
nibus, quae commentationibus praefixae sunt, insignitae. Praemium, quod est DG 
Ioachimicorum, adiudicabitur in conventi soUemni Leibniliano, qui habebitur mense 
lulio anni MDGGGLXVI. In conscribendis commentationibus lingua uti licet sive Ger- 
manica si ve Latina si ve Gallica. 

(*) Videai etiam diarii Crelliani voi. LUI. 
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IL 

Tbeoria funclionum elliplicanim et Abeliantram iam in omnibus fere malheseos 
parlibus problemalum , quae anlebac difficillimt videbaDtar, solnlionem perfeclam 
stippeditavit. Ncque dubilandum est quin plura adhuc nec minus gravit eiusdem 
generis reslent, quae novos geometrarum conatus exspectant. Quam ob rem Acade- 
miae scicnliaruro visum est hanc publice proponere quaestionem: 

» ut problema quodcuuque maioris momenti, cuius argumentum ex algebra, 
» doctrina numerorum , calculo integrali , geometria disciplina mechanìca et 
» physica mathematica sumi potest, trascendentium ellipticarum aut Abelia- 
» narum opc absolvatur.» 

Constilulae sunt Galendae Martiae anni MDGCCLXVII, ultra quas nullae com- 
menlationes ad certamen admittentur. Addendae sunt ex more solito commentationi- 
bus schedulae quae nomen auctoris contineant, obsignatae et iisdem inscriptionibus, 
quae commentationibus praefixae sunt, insignitae. Praemium quod est centum duca- 
torum aureorum adiudicabitur in conventu sollemni LeibniUano, qui habebitur mense 
lulio anni MDCGGLXVI . In conscribendis commentationibus lingua uti licet sive 
Germanica sive Latina sive Gallica. 
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INTOBNO ALLA BEHIFICAZIONE E ALLE riOPMETA' 

DEUE 

OATTSTZOBB SBOOlirDARIB 

DEL PROFESSORE 

AwoBXiO ounroccBi 



1? Le curve chiamile caustiche sono evolute d'altre curve che si dicono ami- 
eauiiiche ovvero caustiche secondarie e che sono tangenti ad una serie di circonfe- 
renze aventi i centri sopra una linea fissa e i raggi proporzionali alle distanze de- 
gli stessi centri da un punto fisso (*). Il punto fisso è il punto raggiante; la linea 
fissa è la linea riflettente o rifrangente; la proporzione costante è l'indice di rifra- 
zione che nel caso particolare della riflessione si riduce a — 1. 

Siano a, b le coordinate ortogonali del punto raggiante; «,, y^ quelle d'un punto 
della linea fissa o linea dirimente ; x^ y quelle del punto corrispondente della cau- 
stica secondaria; n l'indice di rifrazione. Il circolo generatore, tangente alla cau- 
stica secondaria, avrà per equazione 

(X - x,y^ (y « y,)*^ n* [(x.^ay^ (y,- bY] , 
la quale fatto 

Xi — a >= r cos « 9 y , — 6«»rsena, d?-^a = pcosa>9 y — ò^psenu, 

diviene 

(1) p*« (n*— 1) r*-f- 2rp cos (« — «) 5 

àr 
differenziando rispetto ai soli r e a e facendo r^^s -r— $ si trova 

da 

(2) « (n*'— 1) n'-i" r'p cos (o — «) 4- rp sen (« — a); 

ed eliminando r,/, « mediante l'equazione della linea dirimente si otterrà l'equa- 
zione polare della caustica secondaria. 

(*) Teorema del Signor Qactelet, 

Tom. VI. W. S. i3 
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Ma follo per brevità n*.=s 1 — m , ricaviamo dalle (1) e (2) 

(3) co8(»-«)=P-^ , «en(«-.) /-"a;^; 

se inoltre difierenziamo eompimanienle la (1) avendo riguardo alla (2), iroveremo 

pdp =s rdp cos (fii — a) — i^osen (» — «) , 
donde 

dp rpien(6i^a) ^^ 
dcÉ rco8(ft»-cc)-p 

e chiamalo a l'arco della causlica secondaria, ne dedurremo 

Mi. per la (1) , d.»- ( iH^Jl^i; )\ 

^ \rco8(« — «) — p/ 

e quindi per le (3) 

Si faeeia Uiig(«i'<— «) «bIi si avrà 

e dalle (3) l=— L^ '"'^ 



»"P 



'+"m?* 



2p* r' 

onde 1 — - — i = l — —• 

p' — mr tr 

Adunque dalla (5) si trarrà 

d« = dr nrdw (1 ì , 

ossia 

(6) d,-=sfc«(r-0(d« + ^). 

Resta ad esprimere t col mezzo di 5 e r': ora la (2) somministra 

r'= rpsen((a — «) 
mr — ^ p cos (a> — «) ' 
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r^^f^*^ ( —^ -Y[p»+«V-awp €00 (—«))-( SL Y 

u Tirlà della (i), e ri co rr en Jo aDa trovata eapttsàomt di r' ae ne ded«ce 



onde 






e difcrcniiaiMio 
ticebè la <6) iÌTeaU 

Nel medesimo tempo « ha 



i'^'^sz 



^r*-hmr^' 



aostiioeiido aoccessivamente qneati due valori , e cbiamaodo fi 9 — a « i vakiri eor- 
rispondeoti di a che aopporremo avere segni contrari, otterremo 



(7) 



r.-,.= *.(JnU-J^^d.^. 



(8, ..+ ^-2,-Jpr^^^^d.^-2jd.,/PinS?; 

ma deve intendersi che la aonmia St + a* e la difièrenxa Sg — a, si permuteranno 
alcuna vdta l'una coli' altra. 

Con queste formole, data Tequazìone della enrva dirimente si potranno formare 
immediatamente le eq[>res8Ìoni degli archi della caustica secondaria. 
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2? L'equazione (2) tra p e u rappresenta una retta, ebe sega il eireolo (1) nei 
punti comoni al medesimo e alla caustica secondaria , e quindi rappresenta la corda 
di contatto che corrisponde ad on dato valore di a ossia ad un dato ponto della 
curva dirimente; e i due valori della variabile l che entra nella formola (6) corri- 
spondono ai due punti di contatto d'una stessa corda. Perciò nelle formole (7) e (8) 
gli archi s, e s, saranno terminati ambedue dalle corde di contatto corrispondenti a 
due valori di a presi per limiti delle integrazioni clie vi sono indicate. 

Determinati cosi gli archi s, e Si, la formola (7) mostra che rimanendo costanti 
il punto luminoso e la curva dirimente e fra due dati valori di ce, ta differenza 
di ioli archi è proporzionale aUUndice di rifrazione: teorema dovuto al Signor Mann- 
heim (*). 

Per mezzo delle formole (3) la (4) diventa -f = -? , ossia p -r- = r -r^ , il 

d« r *^ dp dr 

che porge questo teorema: L'angolo formato dalla tangenie ddla cauttiea secondar 

ria col raggio vettore condotto dal punto raggiante è uguale a quello dke la Unir 

gente della curva dirimente fa col suo raggio vettore condotto pure dal punto rag~ 

giante. 

Chiamati f e «f' gli angoli d' incidenza e di rifrazione pel raggio luminoso che 

cade in un punto qualsivoglia della curva dirimente, si avrà 

da 

cot f = r -I- , sen (f> =s n sen f , 

e quindi 

onde 

tang 4> = =t: tang (« — y). 

Dunque V angolo compreso tra i raggi vettori della caustica secondaria e della 
curva dirimente è eguale all'angolo di rifrazione. 

Essendo il polo nel punto raggiante, e normale alla caustica secondaria il raggio 
rifratto, si possono enunciare gli stessi teoremi dicendo che il raggio vettore condotto 
dal punto luminoso alla caustica secondaria fa col raggio incidente un angolo 
eguale all'angolo di rifrazione e col raggio rifratto un angolo eguale all'angolo 
d' incidenza. 

Si può anche airequazione (6) sostituire la seguente 

ds=:±: n<r — /cot 4^) (da •+- d^») ; 



■■ ■» . !■ 



(*) Journal de LiouviUe, 1862, pag. 127. 
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e alle (7) e (8) queste altre: 

«, — «,«» 2ti (/rd« — /r'col «pd^») , «,-f- »,= 2n (/rd^l* — /r' cot 4»d«). 

I due valori di I ossia tang (u — a) differiscono solamente pel segno ; quindi i 
due punti della retta (2) a cui corrispondono sono sopra uno stesso raggio vettore. 
Dunque tutte le corde di contatto del circolo generatore colla caustica secondaria 
passano pel punto raggiante. E cosi gU archi s^ e s, sono terminati da rette pas^ 
santi pel punto raggiante. 

3? Si prenda per curva dirimente il circolo ^ì + 2f' => h*f e pel centro di esso 
si faccia passare l'asse polare. Sarà 6 = , e Tequaiione del circolo 

r*-f- 2 or cos « + o*== h* 
che differenziata darà 

rr*-h or' cosa — or sen« = 0, 
onde la (2) diverrà 

(9) p sen u (<t + r cos a) = r sen « {ma + p eoe a>) , 
e darà 

r*sen*« -h (o -+- rcos «)*= | 1 [p*sen*« -f- {ma -h p co8u)*J , 

ossia, in grazia dell* equazione del circolo, 

(10) fc*= l^^^{p*-^ 2nuip cos « 4- mV). 

Inoltre l'equazione (1) combinata con quella del circolo somministra 

p*-f-m(^*— o*) = 2r cosa (ma + pco8ft») + 2fpsenatsenu; 
e avendosi dalla (9) 



r sen a . 

rtosa = {ma H- p cos ») — a» 

psenu ^ 



ne risulta 



p*-f- m (h* — o*) = [{ma H- p cos «)*h- p* sen*»] — 2a {ma -+- p cos «) , 



ovvero 



p*-^ 2iip 006 M + m (/k* + a*) = ^(p*4- 2nuip cos » -t- mV) , 

*^ *^ psenu^ ^ ' 
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e infine per la (10) 

(p» + Sop C08 « 4- m (^"-f- a*))* = Ah* (p*-H 2map cos « -^ m V) 

= Amh* (pV 2ap eos w H^ ma") -h 4n Vp*, 
cbe si riduce a 

{f'-h 2ap eoa « -H m (a*— fc*))*«= 4nVp% 
ovvero 

p*4- 2ap cos w -H m (a* — h() = dr 2iiJbp; 
adonqaey fatto 

bBsdttihf c«=m(]li*— II*), 

l'equazione della caustica secondaria sarà 

(li) p*H- 2p (a cos M -f- 6) = e 

che rappresenta le ovali di Cartesio riferite a coordinate polari e aventi un fuoco 
nel polo ossia nel punto raggiante. 

Possiamo dedurre direttamente da questa equazione il differenziale dell' arco. 

Avremo dp (p + a cos a> h- ^) — opdu sen &> =s 1 

e p-HacosM4-6= V e 4- (a cos w 4- b)*: 

quindi 

dp* , , a*d«* sen*« , , o*-H 6*4- e 4- 2a6 cos « , , 

-V 4- Ufi* = ; — .,i 4- dw = ■ . ,>* do» » 

p e 4- (a cos» 4- ft) C4- {acos(!ix4-ft) 



-4- e 4- 2a6 cos fi» -^ 



ds^^pd.i/f^'^^'y^^'^^^^^f^Ud^V^aT^ 
V\ e 4- (a cos w 4- ft) / 

/ . M^ . //*'+ ^*-*- <^ -*- 2rócos fi*\ 

(a cos 6) 4- 6) db) \/l ; :ì — 1 

^ ' V \ e 4- (a cos w 4- e)' / 

e però s = U — V , fatto 

U= Ida) ^a* H- 6* 4- e -H 2aò cos co , 

-, r ., . ^ //«*-+- 6*4- e 4- 2aò cos ea\ 

V= |(acosfi»-i-6)d6»v/| n r-£\« — I* 

J V\ c-4-(aco8fix4-6) / 

L'integrale U si riduce immediatamente ad un arco d'ellisse. Per trasformare V 
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poniamo da prima cmu=al — 2x, foìx => . « : avremo 

f g + t — (g — ft) »* ^ .. ^ / T+l^ + b)' -f- (e 4- (g —»)•)»' . 
J V(l + uT * V c(l + »')'+(a-t-*-(o-%T ' 
essendo 

c^LlL!Ù{lf—ifa^, e però e -4- (a =fc 6)'= ^"^'^^ ^^\ 

faremo p* = ( -5 = 1 = — --) xtì » ^ — P* » 

preso p positivo 9 e elterremo 

V - 2 C <^ + b-{a^b)pz\ _ /(_JL±S—\ 

le — a*4-6' 

ove 5?= ; rrx* 

^ pc-^{a—by 

Sìa infine »»4--i=l, onde 2x = V^rTi — vT^, - === V^TPS -H I^T^ ; 

2 z 

. ,. . w di di .6% di di 

e qaindi 4d« «= -7== ; > — 4 — = -7== 4- 



(valgono queste formole se si suppone z<l: per %> i si cambierà il segno di ^1— 2). 
Si avrà 

1 -h 2ga;»-+- «*= «* (i -f- 2g) , (1 4- p»') (p H-«*) = «» (pn^ pV 1) ; 

ed essendo 

-2o (p»- 1) (J 4- 1) . 
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fallo 

T=jil4-ji*4-i, T,«l-h2g, 

8i conchiuderà 



vrf; 



»"*-''J(^*5a7f5?/ 



onde é manìfeslo che V e però l'arco s delle ovali di Carlesio o linee aplaneliche 
dipende nnicamenle dalle funzioni ellilliche, e anzi dalle sole di prima e seconda 
specie, e poiché ogni Irascendente ellillico di prima specie si esprime con due di 
seconda ossia con due archi d'ellissi» si poirà dire che gli archi di tali cunre si 
esprimono con archi d'ellissi. 

4? Per effelluare questa riduzione, porremo 

i p-f-l 

W--2«^^col9,, 

e avendosi 2 (g db 1) «Òi^-i^! — i^-Hi, 



risultare 



1 di p-f-i d<p, 



T = " ' . > T,= j£ i-^fl — 7 *^ - sen •-1: 

sen*9, p sen'(p, \ *jiH- 1 '^ / 

porremo anche ^1 -f- 2 ==^-7=- col 9, t 

VP 

code i^^ t^i^, 

2^l-f-2 Vp «««^ ?» 

jisen^, V *1> — 1 ^/ 



sen*9, 



Possiamo supporre a e ò del medesimo segno, poiché se non fossero si rendereb- 
bero tali cambiando o in ir — nell'equazione (li): quindi p sarà maggiore di t» 
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e fallo 

sarauDO k^ e kt reali. Sostituendo questi valori si troverà 



Il (aH-t)p+ (a-t) ., 1)^-^1 JL 



e gì' integrali di queste espressioni si riducono pel teorema di Landen ad archi d'el- 
lissi e linee rette. Possiamo ammettere che gli angoli fi e ^^ siano compresi 
ira e 180% e posto 

/ili X-J^ X=Jl^, 



(15) sen (2d, — 9,) = Af, sen 9, , sen (20, — 9,) = k^ sen y , , 

supporre gli angoli 9, e $^ positivi anch'essi e compresi tra e 180®: le quantità 
positive Xg e X, saranno minori di 1 ancorché k^ e k^ eccedano 1' unità, e gì* inte- 
grali delle precedenti espressioni si ridurranno a 

— 2b [k, sen 9,— (1 -f- k^) J à9, V^ 1 — X J sen*d,] » 

— 2ò [Af, sen 9,— (1 -+- k^l /de, ^i—\\ sen* d J. 
Ma le due espressioni di T e le equazioni (13) e (14) danno 

sen*y, ^ ( p -t- 1)» ifcj 
5^, (p-l)«"AfJ' 



Tom. VI. N. S. 14 
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onde 

kj tea (p,= k^ mm ^ , 
4aw|iie 



(«•) 






Si arri isohre 



•icebè posto 

(17) » = -j-. 1=^^, •=-.. 

rifalteri X •< 1 e 

Adanqno 



P — 



1 fc.l^l — ii«en»«.l 



ove i limiti delle ampiezze f g» 0y dg, e 0^ saranno determinati da quelli di » tra i 
quali si deve stendere Tarco della curva; e deve per ciò coDdodersi cbe ogni arco 
éTun'avale cartesiana è la somma algebriea d'una linea retta con ire ardd d'el* 
lissi. 

5? Si ottengono facilmente Te relazioni cbe collegano gU angoli f . e f ^y 0^ e 9, 
all'angolo u. Poiché si ha 

1 — «* 1 — f»* 

cos » s= i — 2aj =a - . ^à ossia cos o =» ; ^ , 
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quindi 



donde 



,__ 1 COSO) j 1 (1 COS ft))* -f- jp* (1 -h C08 ft))* 

p (1 -f- COS a>) * »* Jl (1 — COStó) (1 -f-C08 w) 

Mxt 1 / A. /p (1 -+• COS w) - (1 - COS (ù)y 

(p4-l)'col',.= (*_2)j, = (p jlj-i ij , 

«.« 1 /. «V /p (1 -+- COS tó) -f- (1 COSw)V 

(p - 1)' col',.= (t + 2) p = ^^Pi 2_i i j , 



(p -f- 1) san a> COS 9,= sen (p^ [p — 1 -f- (p -h 1) cos w] , 
(p — 1) sen 0) COS (p,= san 9, [p 4- 1 -h (p — 1) cos w] » 

soUinleso avanli agli angoli <Pi 9 <pi il doppio segno =b. Quesle equazioni a causa 
delle (13) divengono 

(19) a sen (w — 9i)= bk] sen 9,, a sen (co — 9,) = bkl sen 9,: 

combinando le slesse equazioni con le (15) e inlendendo che si possa dare il dop- 
pio segno anche agli angoli d, e 9^ , si trova 

(20) sen a> (/c,-f- cos 20,) = sen 25,|- k\ -h cos w | , 

sen 6) (/fa 4- cos 20,) »= sen 20, 1- /fj -f- cos a> j • 

Sostituendo nelle (13) il valor di p che è ±: -3 :, si vedrà che una delle 

1 »V 

quantità /^f » /f, sarà =-^ e T altra ==-jj- Nell'equazione (18) i coefficienti del se- 

n o 

condo e terzo integrale eguagliano 2ò (1 + ft,) , 2ò (1 H- ^a) e questi saranno i se- 
miassi maggiori delle due ellissi corrispondenti , onde essendo X, e X^i i moduli , se 
ne dedurranno per le (14) i semiassi minori 26 (1 — kg) ^ 2b (1 — ^,), fatta astra- 
zione dai segni, e però i semiassi d'una di quesle ellissi saranno 2ò 11 =i=-i , e 

quelli dell' altra saranno 2 (na dt b) , considerali i soli valori assoluti. Similmente 
il coefficiente del primo integrale, semiasse maggiore della ellisse corrispondente, si 

riduce a — (1 -h«) , ossia —^ -^ e per le (17) il suo semiasse minore 

n n 

e — (1 — «) , ossia — ' '- , fatta sempre astrazione da segni. 
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Demolmio con B (•), E. (*.), E,(9J gTtelctnii cke «Mm mT c^HÒMe (f •). 



ma «M Mie «MMill ^A;. ^ft^ cgngKeti ^ o« ifc, e miniFiiii -^ = k. 



éf pie, ie fi sUbilitee 

eofliroBUndo eoo la seeooda (19) , à dedvrl f » f, per eane m » Si, uJdiè 
tare Ma a» fa"*ii^in?\/-T-' Dunque poCrcBio anebe aerÌTere 

«-«y^[(i-Hlp)EW — 2*acn9]4-2*[2A.fco9.-(ÌH.*,)E.(ejl 

+ 2*[^21fAeo t.— (i -+- k,) E.) (0.)1 , 
che io TÌità dd leorema dd Fagnani si può rìdoire a 

a-ay/^(i4.*)B(*)H.2*(i4-A.)E.(#.)4-8*(H-*.)E,(«. 

effendo E (4»), E, (4»,), Ea(4's) i calori degli stessi integrali per altre ampiene tt^tt^^z 
onde aegne cbe un'arco d'ovale » riduce alia somma di ire arda d'eOistL 

6! £ noto cbe le ovali di Cartesio hanno tre fuochi posti sopra una stessa 
retta: presa questa retta per asse polare e preso ano dei fuochi per polo, siano è, e i^ 
le distarne del polo dagli altri due fuochi, e p, pi, p^i le distanze del polo e de^ 
altri fuochi da un punto della curva; supponendo che g)i altri due fìiodii siano 
dalla medesinia parte del polo e che sia « l'angolo di p coli' asse yeiao quei fuo- 
chi si avrà 

pj-^pp-f-aj— sa^cosii, pj— p*-i-aj-.aa,pcosii, 

onde 

è^l • a,p; - (a.— a.) f^ ^a (a.— aj. 
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In questa equazione si sostituiscano i valori 

(21) p,«= fc,4- n,p , p,e= fc,+ n^p 

ove h^f hff itg , tis sono costanti da determinarsi, e per renderla identica si ponga 

Eliminandone e ^, si troverà 

».(1— nj) 
e quindi 

'• ^ 5; «I ' •" a. ' • ».n. ~ *. (1-nJ) ■ 

Si avrà inoltre 

(fc,H- n,p)'s= p*-h dj — 2d,p cos w , 

che si renderà identica alla (11) se porrassi 



K - ^^i^l - d, (d, -d.) = . ossia d,= ;,;, "t, , 



n 



poiché ne risulterà 









Con tali valori adunque saranno soddisfatte le relaiioni (21) tra i raggi p,p„pt; 
il che stabilisce ad un tempo l'esistenza e la posizione dei tre fuochi della curva. 

Si chiamino cd, e ea, gli angoli formati dai raggi vettori p^ e p, coli' asse fo<- 
eale dalla stessa parte dell* angolo &>: avremo un triangolo coi lati p» Pi» ^x» a cui 
saranno opposti gli angoli 180® — Uj, u, (a^— u, e un triangolo coi lati p, p^, d,, a 
cui saranna opposti gli angoli 180® — ea^» o), ea« — w; e quindi sarà 

p sen (»g — w) = ^^ sen w, , p, sen («g — u) =» i^ sen u 1 

sicché la prima delle (21) diverrà 

d, sen u ss fc, sen («, — a) -f- 11,^, sen «, , 



sen fi» (^iH- fc| cos »|) »> sen «>, (fii^i-f- ^t cos u). 
Similmente si avrà 

sen fi) (^a-f- /kji cosfi>j|) e» sen fi>j| (n^a-H ^ cos u). 
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Ma per le precedenti supposizioni è 



dunque 



ài na ^a 1 ^i 



sen 



(na \ Ma \ 

— •+• cos w, I = sen «*i I "X" "^ ^^^ ^ I » 

A \ /^ \ 

i w I — h cos w. I «= sen «. I -5 — h cos u I • 

\n J \i^a J 



Confronlando quesle colle forinole (20) e ricordando i valori di kj % k^^ si vedrà 
che gli angoli 20x, 2^2 debbono eguagliare Tuno o,, l'altro o),, differire da que- 
sti di 180*^9 e però gli angoli d,, B^ essere la metà degli angoli o, , o^ o dei loro 
supplementi. Adunque le ampiezze che limiteranno i tre archi d'ellissi formanti l'e^ 
spressione (18) dell'arco dell'ovale saranno le metà degli angoli che i raggi vet- 
tori condotti dai termini di guest' arco ai tre fuochi comprenderanno coli' asse. 

Se i valori di i^ e ù^ non risultano positivi, i tre fuochi non saranno situati 
come si è supposto, ma basterà invece di ^, d^ porre — d, ovvero — ù^ e so- 
stituire 180*^ — &> ad 0): le espressioni di pi e p, resteranno come dianzi, e simil- 
mente sussisteranno le altre formole sostituendo air angolo Ui od o), il suo sup- 
plemento. 

Per w, = 0, si avrà p = pi — ^i e p = d, — pi > e i corrispondenti valori di p, 
saranno per la prima (21) 

hi — W,^| fe,+ H,^, 

1 — n, 1 -+- n, 

la cui differenza è ^\^^' ~ ^'^ = 2 (na — b), 

^ — n^ 

Per w,=« 180' sarà p= piH- ^i, e p= — p,— (J,, 

la differenza di questi valori è 

1 — »i 
Parimente i valori di p, corrispondenti ad &>,= differiranno della quantità 

2n, (fe, — a,) _^ 2n,ai (». - 1) _ ^^ /l A 
1— nj "" 1 — nf V» / 
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e i valori dì p, corrispondenti a u,» 180* differiranno dell' altra quantità 

2n,»a-^^>) ^ 2n3^, (n,- f-i) 2ò/'i + lV 

I valori di p che corrispondono ad o » e ad a> = 180° sono dati dall'equazio- 
ne (11) e si possono anche dedurre dalle (21), poiché per 6>=0 si avrà 

pi=p— ^« e p^=a,— |5, onde p^f-^^ e p=j——, 
e per w =» 180° si avrà 

P.= P,-t-^, e p,= ^p — a„ onde p = _— e p= -j:^' 
La differenza dei due primi valori è 

2(fe,-f- n,a,) 2 (n'g H- 6 ) 

l~nj "^ n '' 

^ la differenza dei due ultimi è 

2 (fc,~ n, a,) ^ 2(n*a — ò) 
1 — nj "" Il ' 

Queste sei differenze sono le distanze tra i rami dell* ovale misurate suH* asse , 
e jad ognuno dei fuochi ossia ad ognuno degli angoli &>, &>„ 6»^ corrispondono due 
di tali distanze o segmenti; di più richiamando le espressioni date nel n°. 5 si ve- 
drà che le medesime distanze tra i rami dell' ovale eguagliano rispettivamente i 
semiassi delle tre ellissi i cui archi esprimono l'arco dell'ovale. 

Osservo infine che nell' equazione (18) i valori dei tre integrali potranno essere 
positivi negativi e che quindi Tarco 8 ne sarà solamente la somma algebrica (*). 

7? Nel caso della riflessione in cui n s=3b — 1 , le formole del numero precedente 
danno n^^ — 1 , d^^= 0, hi^= 0, e lasciano n^, 9^, h^ indeterminati: quindi i 
due primi fuochi si confondono in un solo e resta da determinarsi il terzo. Ma in 
questo caso m=sO, c^O, e l'equazione (11) si risolve nelle due p = 
e p -H 2 (a cos ea -4- ò) = che rappresentano il primo fuoco e la chiocdola di 



{*) La rettificazione delle ovali di Cartesio col mezzo di tre ardii d'ellisse fu da me annunziata sen- 
za dimostrazione nel lS5é in un ^isdoolo del giornale letterario di Torino // Omento (Volume VI , 
fyMÓCfBlo yit). 
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Pascal (Utnofon) •• si ha di più 

pj = p'-t- il — a^ip C08 U sr (fc,+ Jhp)*, 

e la prima si rende identica con la p*+ 2p (a cos u + 6) s=s ponendo 



a 



^:=fe:, 



nj-i ' nj-l * 



ossia d,= fc, , n,= - , fc,= tf,= — - — , 

a a 

dopo di che la seconda, ovvero 



. ^ q.^ / n;j, cos a>,H- K \ h\ -alni 



diverrà pj -4- 2p, (o' cos w, -+- 6') «=' — (a' — b')\ 

posto 

si ha pure ò'= a , a'ò' = b*. Cosi è determinato anche il terzo fuoco e ad un 
tempo si vede che l'equazione (11) rappresenta la stessa curva (caustica seconda- 
ria del circolo per riflessione ) tanto pei valori a = a!, b = b', e = — (a' — b')*, 

quanto per gli altri a = ò', b= V a'b'f e = 0. Avremo quindi dai calcoli del nu- 
mero 3 due espressioni dell' arco di questa curva. L* una sarà 



5 = 2 /do» V'ò^H- a'b' 4- 2ò'V^ cos « 
che si riduce ad un arco d' ellisse (*) facendo 

e diviene 

5 = 4 v/? (/?-+- V'?) Jde Vi — >* sen'e. 

(*} TeoraoM dtl Signor Qo^telet. 
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L'altra espressione sari 



ossia 



Jycf cos »a- a'+ W 



e fallo «, =» 2^* , ^« X'" , diverrà 





, «= 4 /ò'Fsen O'-h 40* /de" ^1 —X'* sen* 0* + 2 (a' —V) L ^^ ^ . 

%/ V X ~~ A sen w 

n confrònlo delle due espressioni darà 

che coniiene il nolo leorema sopra la riduuone d'un iniegrale Mtdoo di prima 
specie a due di seconda^ Nel medesimo lempo oUeniamo la trasformazione di Lan- 
den e Lagrange con cui si opera una lai riduzione: poiché abbiamo (n* 6) l'equazione 

sen 0) (^9+ fca cos u,) =s sen ^^ (n^K-^ ^% ^^ ^) 

che divenla sen 6> (1 •4- cos €>>,) = sen &>« (11,+ cos a>) » 

o ancore sen (» — 9*) ca n, sen fi* , infine sen (20 — 0^)s5 V sen B\ 

per essere », «=. - = = w -^ «= A'; 

« abbiamo di più la relazione dei moduli 

Riducendosi ad un arco d'ellisse l'arco della canslica secondaria del circolo 
quando n :=» — 1 , si Irae dalla formola (7) che si riduce pure ad un arco d'ellisse 
la differenza s, — s, per ogni allro valore di n vale a dire per ogni ovale Garle- 
siana (*). Lo slesso risulla direllamenle dal n® 3, poiché si avrà Sg=> U-Y,- s^=^ U + V, 

(^ TtoniiM dd Signor W. Roberti. 

Ton.Yl.lI.S. iS 
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e quindi 



.- «.- 8ji \/ri^ J^^ Vl_x'8en*^ 



ossia 

che é doppio del primo dei Ire archi d'ellissi conleniUi nell* equazione (18). Gli ar- 
chi 5, e s^ saranno determinali da raggi vettori condotti pel primo fuoco; ed è 
chiaro che similmente ciascuno degli altri due fuochi darà un* altra differenza dop- 
pia del secondo o terzo arco d'ellisse contenuto nell'equazione (18). Cosi a cia- 
scun fuoco corrisponde uno di questi archi d' ellissi; è doppia di esso arco la dif- 
ferenza di due archi determinati sulle ovali dai raggi vettori passanti pel medesimo 
fuoco; e la riunione dei tre archi d'ellissi con una quantità algebrica forma un 
arco delle ovali. 

8. Generalmente per trovare la differenza 8^— «, basta considerare il caso delki 
riflessione in cui it = — 1 , poiché secondo la formola (7) si passa al caso gene- 
rale col solo moltiplicare per n. Nel caso di its= — 1 le equazioni (i) e (2) di- 
vengono più semplici, e le (7), (8) danno s^-h 8^= s^— «,, onde Si= 0, cosicché 
dalla (7) si ha il valore dell* arco s, della caustica secondaria. 

Sia una sezion conica fra coordinate rettangole |ff + ^os* «=> Axg : passando alle 
coordinate polari si avrà 

(ò -h r sen «)■-+- ^ (a -f- r cos «)* = ^ (a -♦- r cos «) 

ossia r* (sen*a 4- g eù8*a) -+- r (2ò sen « -f- ^ cos a) = V 

onde 

r sa — 3 — I — 4(2òsena-t-o'cosa) =t ^j(2bsen « + fl'cos«)*+ fc'(sen*«+ ocos*a) |. 

sen a-h</C08*arl^ ' Jf / 4\ » / \ J 

Essendo r funzione razionale di sen a e cos a e del radicale 

R = Vj (2ò sen « -f- (jf'cos «)*-+- h! (sen'a -♦- g cos'a) , 

sarà lo stesso della derivata r^, e ponendo 

2« 1— «» . 2d« 

sen a s= r i » cos a = z ; » da = 



1-f-? iH-Z* 1-+-Z 

si otterrà sotto il vincolo radicale un polinomio di quarto grado rispetto alla nuova 

r^ r' 
variabile z , e le espressioni rd« » -r — -a d. - si ridurranno ad altre della forma Zdz; 

r -f-r r 

dove Z sarà funzione razionale di z e della radice quadrata d'un polinomio di quarto 
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grado. Adunque per la forinola (7) la differenza s^ — <« si calcolerà col mezzo delle 
funzioni elliuiche; e cosi la reltiBcazione delle caustiche secondarie per riflessione 
di qualsiasi sezion conica dipende dalle funzioni elliuiche, e si ha il modo di de- 
terminare sulle caustiche secondarie per rifrazione delle stesse curve archi la cui 
differenza si calcoli mediante le funzioni ellittiche. 

Possiamo anche prendere per curva dirimente un'ovale Cartesiana e supporre 
il lume in uno de' suoi fuochi: allora l'equazione della curva dirimente sarà 

r*4- 2r (a cos a + ò) = e, 

a cui sostituiremo l'altra più generale 

r*-^' 2r (a cos oc -h a'sen a -f- a") P 

= (6 -h V sen tf -h b" cos a -h esenta -+- e' cos*a -f- e" sen oc cos «) P* 

intendendo con P una funzione razionale qualsiasi di sen a e cos a. Sarà r funzione 
razionale di sen a e cos « e d* un radicale che si ridurrà come dianzi alla radice 
quadrala d*un polinomio di quarto grado. Avverrà lo stesso di r\ e perciò tanto la 
rettificazione indefinita della caustica secondaria per riflessione di questa curva più 
generale quanto la differenza «, — s^ di due archi della caustica secondaria per ri- 
frazione della medesima curva dipenderà unicamente dalle funzioni ellittiche. 

Nel caso particolare delle evali di Cartesio , fatto R = ^c -f- (a cos « -h b)* » 
si avrà r 4- acosa+ ^ = R > 



, ar sen a 



r -h acosa-hb * 



3 r 



« /R*-+- nuf sen*«\ 
•*-H «ir"= r* l ^ j , 



il differenziale i — 33 d. - si ridurrà alla forma (P + QR) doc » ove con P e Q in- 
r -+" r r 

dichiamo due funzioni razionali di sena e cosa; e si avrà 

L^ ,, ^ d.-=^ f(PR-|-QR*).^^f_=, 

Jr'+r* v^r'-4-mr'» ^ J V^R'+ ma' sen'a 

da ^r»-f. mr* = j ^ da ^R" 4- ma'sen'a = (da ^R'-h ma'sen*a 

/a cos et -^b . j^^ s — 3— 
g da V R H- mcf sen* a 
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1 — »■ 

e {itlo eo8 « ss ■ questi integrali si ridarranno alle fanzioni eUiuicbe poiché 

R' A-4-Bg *4-(y 

•^ R"-+- ma' Ben* a"" k^ B«»Tc7' 

con A== e 4- (a 4- ^)* » B = e + (a — b)\ e facendo x «s y^p, otc p ha il me- 
desimo significato come nel nam. 3, ollerrenio on radicale a coi sarà sottoposto un 
potiuomio pari di ottavo grado avente ugnali i coefficienti equidistanti dal medio (*). 
Dunque per messo d'integrali ellittici si determinerà «i+s^ giusta la formola (8) 
e si avrà quindi la rettificasione della caustica secondaria. 

Sia ancora la curva r = a tang a , onde ^=^'-^' ^ chiaro che Sg — s, si ri^ 

duce alle funzioni circolari e logaritmiche, e che Si-hs» dipende dalle funzioni eU 
littiche. 

9? Il signor Dandelin dimostrò (**) che nelle sezioni coniche le caustiche secon- 
darie per rifiessione si possono considerare come curve podaie o pedaU dette da 
lui femuticals; e la sua dimostrazione si applica anche a qualsiasi altra curva ri- 
flettente. Sia A un punto luminoso, sieno tu, m' due punti prossimi d* una curva 
data, e ptff ì piedi delle perpendicolari tirate da A sulle tangenti nip, m'p' di que- 
sta curva; sia 9 il concorso delle due tangenti. Sopra Ag come diametro si descriva 
una circonferenza che passerà anche per p e p' e avrà quindi un elemento comune 
colla curva formata da tutti i piedi p ddle perpendicolari comloUe da A sulle tan- 
genti della curva data: questa circonferenza sarà dunque tangente ad un tal luog* 
nd punto p, e passando essa per q punto infinitamente prossimo ad m» si conchiu- 
derà che la circonferenza descritta sopra Am come diametro è tangente a quel luogo. 
U centro e della stessa cireooferenza sarà nel mezzo di Am, e preudendo sulla curva 
data altri punti diversi da tu si avranno altre circonferenze, i cui centri trovandosi 
nei mezzi delle distanze di quei medesimi punti dal punto fisso A formeranno una 
curva simile alla data; e la tangente in e alla curva dei centri sarà parallela alla 
tangente mp della curva data poiché i punti di contatto e, tu sono sul raggio vet- 
tore Am. Adunque il luogo indicato sarà la linea cke abbraccia tutte le posmont 
d'un circolo mobile sogg^to ad avere il tao centro eopra una certa curva ed a 
passare per un punto fisso; e il punto dove una delle posizioni del circolo mobile 
tocca il luogo si troverà tirando dal suo centro e una tangente et alla curva dei 
centri e abbassando da A sopra et una perpendicolare: questa segherà la circonfe- 

{•) Vedi yerkmUt, Traiti éiém. de$ fonet. eU^pt, pag. MO. 
(•*) N. Mém. Acad. de Bdgique, tOD. IV. 
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renza nel punto cercalo p. La normale del luogo nel medesimo punto p sarà il 
raggio cp che e normale al circolo in quel punto ; di più essendo et perpendicolare 
ad Xp , corda di questo circolo , farà et angoli eguali coi due raggi cA e cp , onde 
se la curva dei centri sia una curva riflettente il raggio incidente Ac verrà riflesso 
secondo la direzione del raggio cp prolungato in parte opposta, e cosi i raggi ri- 
flessi sono normali al luogo indicato. Adunque il luogo dei piedi delle perpendieo^ 
lari condotte da un punto fisso sulle tangenti d'una curva data è la caustica se- 
condaria per riflessione d'una curva simile, supposto il lume nel punto fisso» 

In luogo di condurre le Ajp, Ap' perpendicolari alle tangenti si possono condurre 
sotto un angolo costante qualsiasi. Essendo q il concorso delle tangenti mp, mp\ 
se gli angoli Apg, Ap'g sono eguali, i punti A, p, p\ q saranno sopra una stessa cir- 
conferenza, e quindi per essere inflnitamente prossimi i punti m,m*,qe i punti p,p', 
Tarco di circolo descritto sopra Am e capace dell* angolo dato Xpm sarà tangente 
lungo Telemento pjp'al luogo dei piedi p. Sia e il centro di questo circolo: il rag- 
gio cp sarà normale al luogo. Condotto cr perpendicolare ad Am si avrà 

Ar , Am . . 

-T- = 5 -7— ==• sen i Acm , 
Ac '^ Ac 

e r angolo | Acm sarà supplemento dell* angolo Apm poiché avrà per misura 1* ar- 
co Apm : quindi la proporzione -^ eguagliando 2 sen Apm sarà costante. Se i pun- 
ii e , r passano in e', r' quando m passa in m' e p in p' si avranno eguali gli an- 
goli rAc e r'Ac' che differiranno di 90^ da | Acm e | Ac'm', quindi eguali gli an- 

Am Afit 
goli c'Ac e m'Am; di più-r— = -T-rJ dunque saranno simili i triangoli m'Am, c'Ac, 

sicché il luogo dei centri e, e' sarà una curva simile al luogo dei punti m, m', e le 
tangenti alle due curve in m , e faranno angoli eguali m'mA, c'cA coi raggi vetto- 
ri Am, Ac. La tangente cc^ tagli Am in 5 , Ap in l : Avremo gli angoli 

Kst = Acj-t- «Ac = Amp-+- rAc, rAc = 90° — | Acm = Apm — 90*» 
stp = Ast -+- skt = Xmp H- rAc •+• mAp = Amp -+- Apm -h mAp — 90** , 

ossia stp = 90®. Dunque et è perpendicolare alla corda Ap , e quindi divide in 
mezzo l'angolo Acp; dunque il luogo dei centri riflette nella direzione pc il raggio 
incidente Ac, e cosi il raggio riflesso pc è normale al luogo dei piedi p , p' delle 
oblique Ap, Ap', che però si confonde colla caustica secondaria per riflessione. 
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10? Le considerazioni geometricbe mostrano pure facilmenle che per ogni cau- 
stica secondaria le tangenti di essa e della curva dirimente formano angoli eguali 
coi raggi vettori tirati dal punto luminoso, e che l'angolo dei raggi vettori eguaglia 
Tangolo di rifrazione: proprietà già trovate col calcolo (num. 2). 

Queste proprietà competono alle ovali di Cartesio. Un* altra si deduce dall* equa- 
zione (9) facendo r sen a = ^ sen d , a + r cos a ==: ^ cos d , 

cosicché sarà T angolo formato coir asse polare dal raggio del circolo rifrangente 
condotto al punto d* incidenza : questo raggio avrà per equazione 

{a -hr cos ft) sen 9 = r sen a cos d , ossia r sen {a — 9) = a sen , 

e l'equazione (9) diverrà 

p sen a> cos d » sen {ma ■+- p cos w) , ossia p sen (w — ©) = ma sen B , 

e rappresenterà una retta parallela a quel raggio che taglierà 1* asse alla distanza ma 
dal polo: perciò conducendo una tal parallela si determinerà il punto deir -ovale 
corrispondente ad ogni dato punto d'incidenza. 

Possiamo anche rappresentare il circolo rifrangente e il raggio che va al punto 
d'incidenza con le equazioni 

p*H- 2apcos 0) •+• a*= h* , p sen (w — 6) == a sen 9: 

il concorso di queste due linee sarà il punto d'incidenza, e il punto corrispondente 
della caustica secondaria sarà il concorso delle altre 

p'-H 2p (a cos a> -4- Ò) s^ e , p sen (w — 9) = ma sen 9 , 

ove b e=nh y e =m {h? — o*), m = 1 — n*. 

E si avranno queste relazioni: 1? il seno dell' angolo che la seconda retta comprende 
con la normale della seconda curva (angolo di rifrazione) tiene la proporzione co- 
stante n col seno dell* angolo che il raggio vettore del primo punto fa con la nor- 
male della prima curva (angolo d^ncidenza); 2? il raggio vettore del secondo punto 
forma col raggio vettore del primo un angolo eguale al primo dei due ora indicati 
e con la normale della seconda curva un angolo eguale al secondo degli stessi due 
angoli. 

Usando il metodo di troimuiatione insegnato dal Signor W. Roberts (*), preso 

« ■ I I H I I I I I I I ^— ^^»^ 

(*) Joanal de Lioaville 1848 « pag. 209. 
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un numero intero t, cambieremo p in p', ^ » in tu, e formeremo le quattro 
equazioni 

(A) p**-*- 2oy cos IO) -f- 0**= V\ (B) p' sen t (w — 0) = o' sen ifi , 

(A') p"4- 2p' (o' cos i(ù 4- ò,) = e, , (B') p' sen i (&> — B)= ma' sen £a , 

ove bi = nhf j C/= m (/i*'— a**). Risguarderemo come punti corrispondenti l'inter- 
secazione delle curve (A) e (B), e quella delle curve (A') e (B'), e dalle proprietà 
esposte dedurremo le seguenti: 1! il seno dell* angolo formato dalla tangente della 
curva (B') con la normale della curva (A') nel loro punto d*intersecazione, ossia il 
coseno dell* angolo sotto di cui queste due curve si segano, tiene la proporzione co- 
stante n col seno dell* angolo che il raggio vettore del punto corrispondente fa con 
la normale della curva (A); 2? il raggio vettore del punto d* intersecazione delle 
curve (A') e (B') forma col raggio vettore del punto corrispondente un angolo eguale 
al primo degl* indicati e con la normale della curva (A') un angolo eguale al- 
l' ultimo. 

Pel primo teorema , 1* angolo compreso dalle curve (A') e (B') è retto nel caso 
di n = 0, e si ottiene cosi un teorema dato dal Sig. Serrel per le curve (A) e (B) (*). 

Osservo che 1* equazione (A) rappresenta una curva in cui é costante il prodotto 
delle distanze di ogni suo punto dai vertici d* un poligono regolare di i lati, e le 
equazioni (B) e (B') rappresentano due curve in cui un tal prodotto eguaglia la 
potenza i"""* della distanza del medesimo punto dal centro del poligono. L'equa- 
zione (A') si può intendere dedotta dall* altra 

p^-H 2aV cos £w -h 0*'= k (p*'-+- 2gfy cos ia -f- 9*') 

dove a, 9, k, ol siano parametri costanti : quindi se fìngansi due poligoni regolari con- 
centrici di t lati, l'uno immobile e l'altro girevole intorno al suo centro, e sopra 
una retta portata in gim da questo poligono e passante pel medesimo centro si fac- 
cia movere un punto in maniera che il prodotto delle sue distanze dai vertici del 
primo poligono tenga sempre la stessa proporzione col prodotto delle sue distanze 
dai vertici del secondo, la curva generata da un tal punto potrà esser rappresen- 
tata dall' equazione (A'). Nel caso di i ^= 1 si hanno le ovali di Cartesio , 
che però si possono generare facendo movere un punto sopra un lato d* un angolo 
il quale giri intorno al suo vertice in modo che le distanze di quel punto da uh 



(•) Joonipl de LiouflUe 1843, pag. MI. 
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ponto delermìnato dell' altro lato e da un ponto iminobile del piano tengano sempre 
la stessa proporzione. 

11? Cerchiamo di rettificare la curva (A'). Avremo 



dp o^s entcadM ^4a*'p"- (e, - 2òip* — p")* 

p p'-f- a' cos i» -H ò| Ci-^p^ 



l^M^ Rg"-»? + Ci) p'H-*i(<V-p'') 1 



Sopponendo e, negativo faremo Ct= — (f ^ p = cx: chiamato s V arco della curva 
e posto a** — bf -f- c,= p , risulterà 



ds s= 2cd« 




-V («■+!) 



l^-^(.^l,^^)-_ 



Si faccia ora a? -f- - 



linomio 
dunque 



%d% 1 

2. onde 2dx = éz zt - r . ; e ^^+--7 si ridurrà al po- 

i . i-a • (« — 3) ,_. 



'' = K"* * vBi) \/[i^^J^u^] ' 



e cosi la rettificazione della curva (A') dipenderà dai due integrali 



>n/M 



— btdZ 



i&Z ■+■ 2*, 






Se il numero i è pari, Z sarà una funzion pari di % del grado t, e posto nel 
|[)rimo integrale %*= u, nel secondo 2'= v + 4, si otterranno due integrali in cui 

t 
la quantità sottoposta al radicale si ridurrà ad un polinomio di grado i +q~^ i- 

Se t air incontro é impari, non si opera un tale abbassamento e il polinomio sog* 
getto al radicale sarà del grado 3t nel primo integrale e del grado 5t -f- ^ n^l se- 
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condo. Preso t <» 2 , si ha i •+- - +1= 4, e quindi anche la relli6cazione della carva 

p*-«- 2p' (o" C08 2w -h ò) -h c*= 

si riduce alle funzioni ellillicbe; il che amplia un teorema del Signor Serrel spet- 
tante all'ellisse cassiniana per la quale ò = (*). Si ridurrà similmente Tintegrale 
nel caso di c^ positivo quando t sia impari ovvero hi sia nullo: le riduzioni sa- 
ranno molto maggiori in tutti i casi se bt= 0. 

Questo metodo di riduzione fu indicalo dal sig. W. Roberts (**). Applicandolo 
alle ovali di Cartesio, s* incontrerebbe sotto il radicale un polinomio di quinto grado. 

Ma seguendo il metodo tenuto nel numero 3 e facendo 

cos i(ù = - \ , onde -. — p'— 26,= 2a' -r—^ » 

avremo 



supposto 
avremo pure 



p'-l- a' cos t6> 4- 6, = ^d -H (a' cos iw -f- 6,)' ^ 



sicché p' sarà funzione razionale di t^ e d' un radicale ^A -+- Bi/*4- Cy*. Lo stesso 

sarà della sua derivata, e perciò p'^'-t conterrà il radicale 

dy 

V^(l -f. y*) (A ^ By') (A -+- Bi/*H- Cy*) ; 

A. 

finalmente posto n = p' e t^*= ps' , si avrà sotto il radicale un polinomio pari e 

reciproco di ottavo grado. Adunque nel caso di t = 1 (ovali di Cartesio) la deter- 
minazione di i dipenderà solo dalle funzioni ellittiche. 

Si vede pure che se F indichi una funzion razionale qualsivoglia e sia 5 Tar- 

JF (p') 
— ^d5 si ridurrà sempre alle funzioni el- 
littiche. 



(*) Jounial de Lioaville, i8i4, pag. 160. 
(*•) Ivi 1848, pag. as. 

Tom. VI. N. 3. i^ 
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12? L'equazione delle ovali di Cartesio riferite a coordinate ortogonali si può 
mettere sotto una forma assai semplice che rende facilissima la discussione della curva. 

Presa per asse delle x la retta che contiene i fuochi, si ha dalle (21) un'equa- 
zione della forma 

^(x — a)'+ y* = fc -f- n •(« — ò)'-+. y*, 
onde 

(1 — n*) (aj*-f- t^*) — 2« (a — bn*) -f- a* - bV— h*= 2hn V^(«— 6)'-+- y*, 

e poi 

(1 — n*)* («•+ 1^)*+ 4aj* (a — òn^-f- (a*— òV— fc")»— 4*%V 

— 4« [(a -^òn*) (a*— ÒV— /i*)— 2òfcV] 
— 2 («*+ j^) [2 (1 — n*) (a - ^«) « -f. 2fcV— (1 — n*) (a*— òV— /i*)] = 0. 
Presa l'origine sulla curva, sarà k=a — bn, e l'equazione ottenuta diverrà 
(1 - ny (aj»+ 1^7+ Aa?(a — bn^— Sabhn (1 - n) « 
— 4 («*+ y*) [(1 — n*) (a — òn") « -t- ^n (on — ò)] = 0. 
Risolviamo questa equazione considerando 0?*+ t^ come l'incognita: avremo 
(1 - n*)«(«"-h j^) = 2 [(1 — n') (a — òii')«4- hn{an — b)] 

zh 2hn V{an — b)*+ 2 (1 — n') (a — b)x, 
Trasportiam l'origine cambiando x in x — o m «\ / h\ ' ^^^^^^ 
(1 — n')* (*•+ »•) = (1 — n') X ^^^^ + 2 (o — to')] 

4 (a — ò)" a — b 

-h 2fcn (an — ò) =t 2/in V^2 (1 — n*) (a — b) «, 
che si può mettere sotto la forma 

(1 — «T («*+ »*) = (i — »') * [(1 + «') (a-fr) + ^] 
— i [(1 — »•) (o — *) — ^:irjl + kV ±: 2&n V2 (1 - n') (a - 6) x. 
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Poslo 

=- = k e k = pia — b) y 

a — b '^ 

se ne deduce 

f^ («*-4- !^) = fcu (i -+- n*-4- p*) — j (1 — n*— p*)»H- nY±: 2np ^2kx 



ossia 



J^^= {np 4- •2fcr)« — j (2fcc H- 1 — n*— 1>^)% 

o ancora 

4^V= — (1 H- n H- p — V^2^) (i -MI — p-^ V^2^) 

(1 — IH-P-+- V^2^ (i—n — p — V^kx) , 

sollinteso avanli al radicale il doppio segno. Questa equazione si può anche rapprc^ 
senlare con • 

y-= (e _ ^x) {d -+- )/x) (f ^ ^x){g — yjx) 

e sarà e — d — /*+ g = 0. Ad una lai forma può dunque ridursi V equazione delle 
ovali di Cartesio. 
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HEHOI» 

SUR LES 

PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES 

PÀB 

LI riti i. L A. LI CIINTI 

DB LA COMPAeNIB DB JÌ8U8 



Dans ce Mémoire je me suis propose de présenter uoe théorie assez complète 
des progressions arithmétiques et des progressions géomélriques des divcrs ordres , 
c*est poarquoi je n'ai pas era devoir en supprimer plusieurs propriélés que les gèo- 
mètres connaissent depuis longtemps. 

Toutes les propriètès consìgnèes dans ce travati sont ètablies d'une manière 
tont-à-fait èlèmenlaire. 

L 

IfOTATIONS ET DÉFIIfITIONS. 

1? Je designerai par 

(1) «0.1 . «o.a » «,.3 , «o4 » 

(2) Vo.i » »o^ » «0.1 y «0.4 » 

deux suites quelconques illimilèes 9 et par 

«i.i > «i^ 9 tt..3 > «1.4 » [ ^«.i » ^1.» » ^«.3 > V1.4 » 

tt^.i > tta.a » tta.3 . «^.4 > \ ^^.i » ^a.» » ^••3 . »a.4 » 

(U) ( «3.1 » «3.» > tta.3 > «3.4 » (V) ( V3.1 » »3.a > ^3.3 » ^3.4 » 



d'autres suites iUimitèes formées successlvement de telle sorte qu*on ait les ègalités 

^, -, „ „ ^= ^k — um + i 
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pour loules valeurs entières ci posilives de k et de m , k pouvanl ciré nnl. 

2? Si Ton désignc par n un nombre enlier posilif quelconque, la n"". dcs sni- 
les (U) esl appelée la suite des différences du n^"' ordre de la suilc (1), el de 
méme la n**"* des suile (V) esl appeléc la suite des quotierUs du n'^ ordre de la 
suile (2). 

3? Si dans la formalion successive des suiles (U) et (V), on arrive à deux suilcs 



lelles qu'on ail 

««..= tt«.a= tt«.3= «^.4= » ««., ^ , 

v«..= v«.a= v-.i== t;«a= ' ^«.« <; * ' 

ics deux suiles (1) el (2) soni ce qu*on appelle des progressions. La première esl 
une progression arithmétique (ou par différetice) de Tordrc a, el la seconde une 
progression géométrique (ou par quotient) de Tordre &). 

4? Lorsque plusieurs progressions arilhméliques du méme ordre a seronl lelles 
qu*en prenanl Tune quelconque des différences de ce méme ordre a de chacune 
d'elles , la somme des quanlilés ainsi choisies sera égalc «ì zero, ces progressions se- 
ronl di Ics complémentaires, 

5? Lorsque plusieurs progressions géomélriqucs du méme ordre &) seront lelles 
qu*en prenanl Fun quelconque des quolienls de ce méme ordre g>> de chacune d'el- 
les, le produil dcs quanlilés ainsi choisies sera égal à Tunilé, ces progressions se- 
ronl dilcs complémentaires. 

6? Je designerai, d*une manière generale , par N^,. le n**"* nombre figure de 
Tordrc m. 

On sait que Fon a 

(m ^- 1) (m H- 2) (m-l- 3) (m -h n — 1) 



N... = 



'm.ii 



1.2.3 (n — 1) 
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II. 

PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DES PROGRESSIOIfS ARITHMÉTIQUES. 

7? Théarème. — La suite (1) étant quelconque, si l'on désigne par n un nom- 
bre entier positif quelconque, on a la relation 

(A) tto.n+i = «0.1 + N,,»tt,,, H- Na„.,Ma., + N,.„., «3., 

H- 4- N,«,,,tt»_,,,-f- M„,,. 

Démonstration. — On a 

Mo.3=«o.a-H Wi..= W0.1-+- Wi.i-*- «1.3= «0.1-+- 2tl,.,4- tt,,, , 

et 

«0.4= «0,34- Wi.3= «o.i-f- 2tt,,,-f- tta.,+ tt,,3= tto.,+ 2u,,,4- tt,.,H- tt,,,-|- tt^,= 

= «o.x-H 3u,,,4- 3ti,,,-t- «3,, . 

D*aprés cela, on voit que la relation (A) est yraie si Ton donne à n Tune des va- 
leurs 0, 1, 2y 3, et par conséquent pour que cette relation soit démontrée, quel que 
soit n, il suf6t de faire voir que si elle est vraie pour une certaine valeur de n, 
n <=s a , elle est encore yraie pour n = a + 1 . 

Or, si la relation (A) est vraie pour n = a , on a 

«0.0+1= **o,x-H N,,et «*!,,-+- Na,oe-i Wa,,-h N3,«_a tt3,,-4-....-f- N««,,att«-i.i-H ««.i f 
Wi,«+i=U,,,-hN,,«tta.iH- Na,«-iWs.i-H N3^_aW4.i+--+- N«c-i.a««,i-+- «*«+!.. » 

et par suite, à cause de l'égalité 

**«.«4'a^^^^o,flH-i"^ ^i»«+i 9 

et de la relation generale connue 
il vient 

**••«+»= Vi"*" N,,«t+itt,,t4- Na^Ua^-4- N3^«,tt3,t-4- -H N«,,tt«,,-H U«^i,, - 

Dono etc 
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Corollaire. — Si la suite (1) est une progression arithniélique de l*ordre a, on a 

et par suite, la relation (A) donne la suivanle 

Wo.«=«o.i-+- N,,^_,M,,,+ Na.,^aUa.,-h N3.^3tt3,,-f- -+- N«^_«tt«., , 

quel que soit le nombrc enlier positif m. 

Scolie 1", — La relation (A) peut s'éerire symboliquement sous la forme 

«o.«+i= (1 H- «o.i)"» 
c'est-à-Klire que pour avoir tto,n+i> i^ fau^ ^^^^ le développement 

o , n(n-— 1) a n(n — 1) „ - «-i 

<M -^ «Xm + \,2 <« -^ -^ \.2 ""'« ^ ^-"o^ +<'! 

de (1 -t- Wo,i)", enlever Ics exposants des u et les ajouter aux premiers indices de 
ces u. 

Scolte 2. — k et n étant deux nombres entiers positifs , si Ton suppose que , 
pour tonte valeur de m; on ait dans la suite (1) 

cetle suite est alors une progression arithmétique de Tordre k, et comme on a cvi- 
demment 

W|,|= N*_,,„^x ) Wa^,= Njt_a,it4-a » **3,i= Njt_3,„^.3 , , 

W*_2,x= Na,„^jt_a , Wjt_,,,= N,,„^jt_, , W;j^,= 1 , 

la relation , objet du corollaire précédent , se transforme y dans le cas présent , en 
Tégalité suivante 

qui a cté obtenue sous une autre forme et d*une autre maniere par Euler {*). 
Si Fon observe que Ton a 

^1,1»»— i^^^ ^m— a,2 » ■»^a,i»— a^^^ ■'^«1^.3,3 >•••••••» 



{*) Acta Acad. se. ìmp. Petrop. prò anoo 1781, pars prior, pag. 89-98. 



128 ANNALI DI MATEMATICA 

on peut déduire immédialement de la relalion précédente, les deux saìvautes 

N*,, . N^,i-t- Njj_,,«^, . N*-i,a-4-Njj_a,,^, . Njj_a,3-f- -^N,,«^*_, . N,,*+ i « N*,,^.* f 

qui onl aussi élé indiquées par Euler. 

Scolte 3. — A élant un nombre quelconque , posìtìf ou négalìf , si dans la 
suite (1) on a , pour toute valeur de m , 

«0^= (i + A)-, 
il vieni 

«...= (! -HA)A, tt,.,==(l4-A)A% tt3.,= (1 + A) A^,...., tt.„«. (1 -f- A) A% 
et par suite la formule (A) donne 

(1 + A)«+'= (i -H A)«H- N... (i -h A) A + N,.._, (1 4- A)A»-+- 

-h 4- N.«,.. (1 4- A) A«-«-+- (1 4- A) A», 

c'esl-à-dire 

(1 + A)-= 1 4- N.., . A 4- N.^.. A»+ 4- N^„. .A-'-h A", 

ce qui est le forinole connue du binóme de Newton. 

8? Tkéoréme. — La suite (1) étant quelconque, si l'on désigne par n et A; deox 
nombres entiers positifs quelconques, on a la relation 

Démonstration. — On a 

et tt3^= tt^^^, — U^^=^ «0^+3— 3tto,*+a 4- 3tt,^^., — l«o^. 

D'après cela, on voit que la valation (B) est vraie (quelque soit k) si l'on don- 
ne à n Tune des valeurs 1, 2, 3, et par conséquent, pour que cette relation soit 
démontrée quels que soient les nombres A; et n, il suf6l de falre voir que si elle 
est vraie pour une certaine valeur de n, n = eL^ quel que soit ky elle est eneore 
vraie pour n = a 4- 1 , et k étant toujours quelconque. 
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Or, 8Ì la relation (B) est vraie poar n «a, quel que soit k^ od a 

et par suite, à cause de regalile 

et de la relation generale déjà citée (n? 7) 
il vient 

4- (— 1)«. N«,, . «0^+.- (- !)•. f 0^ . 
Dono etc... 

Scolte 1''. La relation (B) peut s*écrire symboliquement sous la forme 

«M= («0,»— 4)* » 
c'est-à-dire que ponr avoir u^^^ » il suffit], dans le développement 



o 



de (tfe,A-- i)**! d'enlever les expQjsants des u et de les ajouter aux seconds indices 
de ces u. 

ScoUe 2.— Si dans la relation (A) on remplace v i,t » tfa,i > ti3,| , , «..x par 

leurs Taleurs foumies par la relation (B), et si Ton désigne, d*une manière gene- 
rale 9 par Af le polynome 

-H (- 1)-^. N.^.., . N^^— (- 1)-^. N.„ . N,^^.,, , 
cette relation (A) donne la suiyante 

A, . «o.i-H A, . Uo,a4- A3 . tfo,3+ "*" A» . Vo,«'= , 

et comma cette demière relation doit évidemment avoir lieu quelles que soient les 
Tom. VI. N. 3, ^'^ 
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quanlités tfo.i 9 ^^,% » »o.3 9 9 «o,» 9 ^^ conclut immédiatement que l'ou a, poqr 

tonte valeur de I prìse panni les n nombres 1, 2, 3, 9 n> l'égalité 

A,=: 0. 

ScoUe 3. — Si dans la relation (B), poiir k=l, on remplace i«o^+i » t*©^ ••••>«o,a > 
par leurs valenrs fonmies par la relation (A) 9 et si Ton désigne» d*ane manière 
generale, par B, le polynome 

cette relation (B) donne la sniyante 

Bo . »o,t-^ B, . »,,,+ B, . u,,,-H -f- B^, . «^«,,=- , 

et comme cette dentière relation doit éyidemment avoir lieo qnelles que soient les 

quantités «0,1 9 ti,,! » Ua,! 9 » Vi»i»i » ^^ conclut immédiatement que l'on a, pour 

tonte valeur de I prise parmi les n nombres 0» 1, 2, , n — 1» l'égalité 

B,« 0. 

CoroUaire. — Lorsque la suite (1) est une progression aritbmétique de Tordre a^ 
on a pour n"^ a^ »«,s'= 9 et par suite la relation (B) donne, dans ce méme cas,, 

(- \r^. N_.^. tio^ - (- 1)— «0..= 0. 

Cette demière relation comprend eomme cas particulier, la suivante 

i — N.^-f- N.^.- N3^4- -h (- 1)-'. N^...— (- 1)-'- 

qui se trouye dans presque toos les traités d'Algebre. 

9. Tkéorème. — La suite (1) étant une progression arithmétique de l'ordre e», 
si Ton désigne par S^ la somme de ses m premiers termes on, a 

Oémonsfnilfòfi.— On a 

^•,3= t*o,i-*- ^ta • «1.11-+- N.^ . tt,^ ^ 
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Mo.4= *«o.i-f- N,.3 . tt,„H- N,,, . tt,.,-h N3,, . «3,, , 
Uo^= W„,-H N,,^, . tt,,,H- Na,i,^a • «a.i-f- Ns,—! • «1,,+....-*- N«.,« . II.., , 

el par suite, à cause de la reklion generale connue 

N*,.-4- N*..4- Nm+ -^ N*,^= N*^,..^ , 

Il vieni la relation (D). 

Dono eie 

Scolie. — Si dans la relation (D) on remplace u,,, , ti^,, , , u^^^ par leurs 

valeurs fournies par la formule (B), el si l'on désigne , d*une manière generale, 
par Dt le polynome 

celle relation (D) donne la suivante 

S^= D,tto,,-h D,tto.,-H D3tto.3-f- 4- D«+,i«o^« , 

laquelle, dans Thypolhèse de m = a + 1, devient 

«0.1 4- tto.a+Wo.3+ ....-f- tto,«+i= I>i«*,.t4- D»tt„,-f- D3tlo3+ + D,^.,l«o^, , 

el comme celle dernière relation doil évidenmient avoir lìeu quelles que soìent les 
valeurs de tio.i » ^o,» > t^o.3 v*» ^o^+\ » on condut immédiatement que Ton a, pour 

toule valeur de t prise panni les a + 1 premiers nombres 1,2,3 , , a + 1 , 

l'égalilé 

D,= l, 
c*e8l-à-dire que l'on a 

^ etani ^m. 

10. Théorème. — Lorsque la suite (1) est une progression arithmélique de l'or- 
dre a, le terme u^^ qui dans celle suite, occupe le rang m, peut s'exprimer 
sous la forme 

Ao-hA,m -\- X^m'-h -f- A«m* , 

A. , A, , Aa , , A« etani des quanlités qui demeurenl invariables quelle que soil 
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la yaleur de m, et une oa plusieara d'eiitre elles pouvant étre nulles, à l'exceplion 
de la dernìère. 

Dématutratian' — CSe tbéorème résnlte immédiatement de la formule 

. m— 1 (m — l)(m— 2) 
(o) «0^= »a,i4- — j— ttt„4- ^ j-| »M-«- ■+- 

(m — 1) (m — 2) (m — a) 

4- ' ^ I ^ ' Ufi i 

déjà établie (coroll. da n? 7). 

SooUe 1*'.— Le terme Uo^ ne peut s'exprimer que d'ime seule manière soos 
la forme 

Ao-*- A,m -h A,m*-+- 4- A«m* 

défioie dans le tbéorème précédent. Gela résulte d*un tbéorème connu d'analyse al- 
gébrique» dont voiei Ténoncé. 

Lorsque deux polynomes qui ne renferment qu'une seule yariable» sont enliers 
par rapport à celle variable , et égaux pour loule yaleur qui lui est attribuée » ces 
deux polynomes sont nécessairement idenliques. 

Scolie 2. — La formule (a) mentre que Ton a 

A«==> -^ (*) , ou ce qui revienl au méme ti«,i«= a? X A« . 

Uè 

il. Théùrème. — Ao , A, , A^i , » A« élant a-f- 1 nombres quelconques in*- 

variables» et un ou plusieurs des a premiers pouvant élre nula» si les termes de 
la suite (1) sont respectivement les yaleurs de Texpression 

Ao-H A,!» + Aam*H- -h A«m», 

pour m = 1 9 =3 2, ==3 3, etc...., cette suite est une progression aritbmétique de 
l'ordre a. 

Démonstration. — De regalile 

OD lire 

Wi^= A, [(m 4- 1) — m] + A, [{m + 1)*— tu'] -+- 4- A, [(m 4- 1)«— m«), 

(*} Nous employons iei b notation de Kramp, et qui consiste à repiésenter par al le produit i.f J,.^. 
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d'oà il soit qae u^^ est de la forme 

Bo4- Bjf» -4- B.m*-4- -4-B^,m*"S 

Bo 9 B, 9 Bs 9.«**9 B^i ^i^l ^^ quantités qui soni toqoiin les mémes» qael qae 
mi m » et la derniére n'élant pas nulle. 
De niéme» des égalités 

«•-1,»= «•-«,.1+1— »•-«•>• » 

OD eoadorait saccessìyement qae 

»a^> «*3,»f >W«-.i,ii»» «te.» 

soni respeetivement de la forme 

Do-H D,m -f- D,m*H- -H D,^m«^, 



( 



Mo-4- H^iit 9 

. N,, 

Co 9 Ct| 9 Gji 9>***9 Ci«_^B 9 Do 9 Dj 9 D^ 9....9 D«^ 9.*..9 Mq 9 Mj 9 Nq étaot des qoan- 
tités qui sont toujoors les mémes quel que soit m 9 et les a — 1 qnantilés 
G«_^ 9 D.^ ,....9 Mi 9 N. n'étant pas nulles. 

DoQc etc.... 

CoroUaire 1*'. — Lorsque la suite (1) est une progression arithmétique de Tor- 
dre a^ la nouvelle suite que Ton obtient en ajoutant un méme nombre positi! ou 
négatif à chacun de ses terme8 9 est sussi une progression arilbmétique da méme 
ordre a, et les différences de cet ordre de ces deux progressions sont égales. 

CoroUaire 2. — Lorsque la suite (1) est une progression arithmétique de l'or- 
dre «9 la nouvelle suite que Ton obtient en multipliant tous ses termes par un 
méme nombre k positif ou négatif, est sussi une progression arithmétique dn méme 
ordre «9 et dans le cas où fc s= — 1 9 cette seconde progression est complémentaire 
ayec la premiere (*). 

(*) Gei deoz demien coioUairtt sont presqae éfideato» et Us le voient indépoadamment du thiortme 
préoédent. 
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12. Théorème. — Soient 

(e) u',, u',, u'3, u'4, 

deux progressions arithmétiques illimitées et non-complémentaires» la première de 
l'ordre a, la seconde de Tordre a', et sapposons a^J. 

La suite illimitée 

(d) «,4- u', , u,-h u', , U3-h u'3 , u^-h u\ ,.... 

est une progression arithmétique de l'ordre a. 

Démonslration. — Si Fon fait attenlion au mode d*après lequel les suites (U) 
se déduisent de la suite (1) (n? 1) on conclut immédiatement que parmi les diffé- 
rences d'un certain ordre X de la suite {d)y oelle qui occupe le rang n est égale 
à la somme des n**^ différences de ce méme ordre X des progressions (b) et (e), 
et que par conséquent la suite (d) a au moins ses différences d'ordre a toutes éga- 
les entre elles. 

De plus, comme les deux progressions (b) et (e) ne sont pas complémentaires, 
la sonune de Tune quelconque des différences d'ordre a de la première de ces deux 
progressions et de l'une quelconque des différences de ce méme ordre de la seconde 
n'est y en aucun cas, égale à zèro , et par conséquent les différences d'ordre a de 
la suite (d) sont toutes différents de zèro. 

Donc etc 

ScoUe 1*'. — Il résulte de ce qui vient d'étre dit que si l'on désigne par i 
l'une quelconque des différences d'ordre a de la progression (b) , par d' l'une quel- 
conque des différehces d'ordre a' de la progression (e), et enfin par 1 l'une quel- 
conque des différences d'ordre a de la progression (d), on a 

2 = ^ ou bien = d -|- ^, 

selon que a est ^ ou = a', 

ScoUe 2. — Il résulte encore de ce qui a été dit dans la démonstration dn 
théorème précédent que si Ton ajoute, terme à terme, plusieurs progressions arithmé- 
tiques illimitées, la nouvelle suite obtenue est une progression arithmétique d'un or- 
dre au plus égal au plus fort des ordres de ces progressions. 

CoroUaire. — Si Fon désigne par 

«1,1 9 «i,a 9 «i»3 > 

<»«,* > fla,a > «a3 » 
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n progressions arilhmétiques illimitées, non-complémenlaìresy et dont les ordres rea- 
pectifs sont a, , «a »****f «« 9 ^^ ^ derniers nombres etani tels que l'on a 

la suite illimitée 

est une progression arithmétique de Tordre a (*). 

13. 7%éoréme. — Soient 

a, 9 a, , a^y 

*i » *s > *3 » 

(e) { e, , Ca , C3 , 

^i > ^a > 'fa > 

n progressions arithmétiques illimitées, et f désignant l'on quelconque des nombres 
1, 2, 3,....9n, supposons que les f premières de ces progressions soient toutes de 
l'ordre a et non-complémentaires , et que chacune des autres dans le cas de f^^n, 
soit d'un ordre inférieur à a. 

Supposons, de plus, que la suite (1) (n? 1) soit telle que, pour tonte valeur 
de m , on ait 

Uo,».= OmH- *»-H c^-f- H- K . 

On sait (n? 12) que cette suite (1) est alors une progression arithmétique de 
Tordre a. 

Si Ton désigne d'une manière generale, relativement à celle des f premières pro- 
gressions (e) qui occupe le rang v, par A, l'une quelconque de ses différences de 
l'ordre a, on a la relation 

«.,,= A,-4- A,-f- A3-+- H- Ay. 

Ce théoi:ème est une conséquence immediate da scolie 1*'. du n! 12. 

14. Tkéorhmt. — Soient 

M, , 1*1, U3, U4, 

u',, K*,, u'„ u\, 

(*) Tom ee qui eit oontenu dans ee nam. 12 poanait étre donne eomin» eoméqmnee de ee qui a 
été étd>ll au nom. il. 
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deax progressions arilhméiiqaes illunitées» la premiere de Tordre a, la seconde de 

Tordre a*» la saite illimitée 

«!«*'., U^U'^, U^U\, U4U'4, 

est une progression arìthmétiqne de l'ordre a + a'. 

DémoffistTaMùn. — métant un nombre entier positif quelconque» on sait (n? 10) 
que Fon peul poser 

ii^= Ao+ Alt» 4- A,m*-H 4- kjn% 

et u'^= A'o4- A\m 4- A'am*-f- 4- A'«f m«' , 

Ao9 A| , A.» , A«, A'o) A'i, A'a, fA'^r étant des quanlités qui restent les 

mémes quel que soit m» et les deux quantités A«, A'«f étant différentes de zèro. 
Il suit de là que le produil u^u*^ est de la forme 

Bo4- Bjtii 4- Batii"4- 4- B«^,r m«+«' , 

Bo» Bj , Bav*9B«^4(r étant des quantités qui restent les mémes quel que soit m» 
et la quantité B«^r étant differente de zèro. 

Donc (n? 11).... 

CoroìUdre 1". — Si Ton désigne par 

«a.i f ^a»» 9 <»a,3 » 



<*ji,x > ttji,a > <*ji,3 > 

n progressions arithmétiques illimitées dont les ordres respectifs sont a, , a^ , »«„, 

la suite iUimitée 

flx,x<»a,i • • • • <»ji,x » Cf|,aOa,a • • • • <>«,a » ^1,3*8,3 •• • • <»ji,3 > 

est une progression arithmétique de l'ordre a|4- «a4- ...:.. 4- «»• 
CoroUatre 2. — Si l'on désigne par 

«if fla» «3» «4» 

une progression arithmétique de Tordre a, est par m un nombre entier positif quel- 
co^que» la suite illimitée 

«r» «7» «7» «r> 

est une progression arithmétique de Tordre ma. 
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ScoUe* — Si Fon désigne par r un nombre enlier positif qaelconque» la suile il- 

limilée 

0% 1% 2', 3' 4% 

est» d'aprés le corollaire 2, une progression arilbmétique de l'ordre r, et par suite» 
n étant un nombre enliér positif plus grand que r» la relation (e) du n? 8 donne 
la formule connue 

«^- N,^ . (n ^ ir+ N.^. . (n — 2)^— Na^.. . (n - 3)' -h -h 

4- (- 1)--*. N_... . r= 0. 

15. 7%éoréme.~ Soient 

a, , a, , aa , 

*f > Kt h 

(/) { e, , Ca , C3 , 

ft progressions aritbmétiques illimilées dont les ordres respectifs sont les nombres 

a, y «a» «3f 9^»» et snpposons que la suite (1) (n? 1) soit telle que Ton ait , 

pour tonte valeur de m, 

On sait (n? 14) que cette suite (1) est alors une progression arithmétique dont 
l'ordre et est égal à la somme «1+ aa+«3+****+ a» • 

Si l'on désigne d*une manière generale relalivement à celle des progressions (f) 
qui occupe le rang v , par A, Fune quelconque de ses différences de l'ordre «« , .on 
a la relation 

• «,TX«,TX«3-X X«.T " ^ 

Démanstration. — On sait que Fon pent poser 

flii.= A,-f- A,m + A,m*-h -4- A«^m«i , 

*«= Bo4- B,m ■+■ B,m*4- -h B«^m«t , 

c«= Co-4- C.m 4- C,m*-f- 4- C^jm*» , 

k„= Ko-I- K,m4- K,m»-h 4- K«^m«% 

iio^= Mo4" Mjtii 4- M^tn 4-. •••4- M<,fii", 

Tom. VI. N. 8. *8 
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les quanlilés 

Ao > Bo> Goyo'fKo» Mj, A,, B, 9 Giy.yKiy M^ j.;y A«^, B«^, \jtt^f».,yKgi^fMte 

demeuraDt toujours les mémes quelle que soil la valear de m» el les n + i der- 
nières de ces quantilés etani différenlés de zèro. 
Gomme 9 par hypothèse, on a 

**o,iii=^ ^^mfim ••••»«•> 

OD a évidemmenl 

Mai= Aat^ISgf^UiBjj ••• li«^ • 

De plus , le scolie 2 du n? 10 donne les égalités 

A ^« R ^« r -, ^ ir _ ^» 

««,i=«»xM«, 

d'où Ton tire immédiatemenl la relation qu'il s*agissait de démonlrer. 

CoroUaire 1*'. — Les mémes choses étant posées que dans le tbéorème prece- 
denl» si Ton suppose» de plus, que dans les progressions (f) les termes de méme 
rang soient tous égaux entre eux, et que Fon ait «^ss 1, on a, alors> ponr tonte 
yaleur de tu, 

et ««,.= «.,,= ni (a^— a,)*. 

Si Ton se reporte au théorème du n! 8, on obtient immédiatement la relation 

a:+,-h N,^. flC -h N,^, . a;«,— Na^.., • <., + + (— l)-< = «^ («a— «.)% 

laquelle, pour le cas de a^ — ai=» 1 , se transforme en une autre relation déjà con- 
nue, et en usage dans la tbéorie des nombres. 

CoroUaire 2. — Les mémes cboses étant encore posées que dans le tbéorème 

précédente et I, , 1^ , I3 , , I, étant n non^res entiers positiis quelconqnes, si 

l'on suppose, de plus, que l'on ait, pour loute yaleur de m, 

0^^= m'i , 5»=» (m -h 1)'« , c«= (m + 2)'t, , ^»= (im- n — 1)'- 

« -= |,+ 1^4- I3 H- -hi.; 
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et aussi» ponr tonte yaleiir de m, 

«0^= m'i (m -h l)'t (m -h 2)'t {m-i- n — !)'« . 

De plas, le scolie 2 du n? 10 donne 

el par conséquent on a 



««,!= «^ » 



c^est-à-dire en se reportanl à la formule (B) (n? 8), 

(« + l)'i (« + 2)'« (« + S)*! ... (« + n)'« — N,^ ,afi{a + l)'t (« + 2)'f ...(« + n - !)'« + 

-4- N,,«., . (« - l)*!»*» (« + i)'t ... (« +n- 2)'« - + (-l)M'i.2'j.3'i... n'« = «T 

CoroUaire 3. — Ar, ^ et n etani trois nombres entiers positifs qaelconques, et 
le dernier pouvant étre nul, si Ton suppose que, ponr tonte valeur de m, on ait 
dans la suite (1) (n? 1) 

oette suite est alors une progression arìthmétique de Tordre hh^ et comme, d'aprés 
le théorème précédente on a 

_{hh)l 

****•'"" (Frp' 

la relation (B) (n? 8) donne immédìatement la suivante 

+ (- 1)»*-. N.^... . NU.- (- !)**-• NU. = |s^ • 

16. Théorème, — La suite (1) (n? 1) étant une progression arìthmétique de 
Tordre a, si Fon désigne par m et n deux nombres entiers positifs quelconques , 
par Sm,« la somme des puissances m**^ des n premiers termes de cette suite , et, 
d'une manière generale» par P^^ le polynome 

-+- (— 1)*-*. N^,^ tt^,— (^ 1)*-' <. , 
on a la relation 

S^^= nuZ + N,^,P.-f- N3,^.P.4- N4^P3-f. •+- N«^,^^P«, . 

Ce théorème résalte immédiatement des n"^. 8» 9 et 14 (coroll. 2). 
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Scolie ì". — Si fon obserre qae l'ezpression de P* peul se metlre soas la 
forme symbolique (n! 8, scolie 1".) 

P*= «.- 1)* . 
on peni écrire symboliqnement 

S»^=» n<.H- N.^. K,- 1)'-+- N,.^ K.- 1)'-I-N4.^ (n^.- 1)»-»-...+ 
Scolie 2. — Si ron designo d*ane manière generale, par A^i le polynome 

Ni^.,,».^ — Nit4,a^_jl^gN,^^.,-h Ni^.3,„_ij_,N,,|^, -f- 

et par a nn nombre qnelconque positif ou négatif , la formale » objet du Ihéorème 
précédente donne la suivante 

c--f- (a 4- ir-h (a -4- 2)--f- -h {a-i- n-^ i)*= AoC"H- A, (a -f 1)*-|- 4- 

-h A^ (a 4- m)* 

III. 

PROPRIÉTÉS PRINGIPALBS DES PROORESSIONS GÉOMÉTRIQUBS. 

17. Théorème, — La suite (2) (n? 1) etani qaelconque, si l'on désigce par n 
un nombre entier positif quelconque» on a la relation 

(A') r,^.-»o.. . v^.l'\K^'-v^^'^' v^'-^.v,,, . 

Démanstration. — On a 

V.,3= Vo,. Vi,.= Vo,i Vi.i V...= Vo.i Vf.! Vs.i » 

Ci Vo4= V3 Vi.3= Vo.i Vf.i V.,i Vi,3 = «0,1 vf.4 ^«.1 ^i.» «'«.a 

= Vo,, Vj. 4 Vj,, V3,, . 

D'après <%la, on voil que la relation (A') est vraie si ]*on donne à n l'one des 
valeurs 0, 1, 2, 3, et par conséqnenl pour que celle relation soit démontrée» quel 
que soit n, il suffit de faire voir que si est vraie pour une cerlaine yaleur de n,^ 
Il s=r ffy elle est encore irraie pour « = a -{- i» 
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Or, si la relation (A) est vraie poor n^= a^ on a 

et par suite, à cause de l'égalité 

et de la formule déjà cité 

il vieni la relation (A') pour n = a+ 1. 

Donc etc 

CoToUaire. — Si la suite (2) est une progression géométrique de Tordre u, on a 

et par suite, la relation (A') donne la suivante 

Vo^=v.,iV V ^'a.i ^'«.i ' 

quel que soit le nombre entier positif m. 

18. Théorème. — La suite (2) étant quelconque , si Fon désigne par n ti k 
deux nombres entiers positifs quelconques, on a la relation 

/W\ «. — « «"-^.«.,^.»-i "^3.»-a „(-^)*"'-N»-i,. -(-1)""* 



Mmonsfrolton. — On a 



Vi^= Vo^+, e , 



»a^= «'i.l+i «'li = Vo^+a ^75+1 ^o^ > 



«t «^3^= »a^4.i «'Ti = «^0^+3 C+. «^M+t «7Ì • 

D'aprés cela, on voit que la relation (B') est vraie (quel que soit k) si l*on donne 
a n l'une des valeurs 1 , 2 , 3 , et par conséqnent, pour que cette relation soit 
démontrée quels que soient les nombres Ar et n il sufBt de faire voir que si elle 
est vraie pour une certaine valenr de n, n = a, quel que soit ft, elle est vraie 
poor fi = a + 1 , et k étant toujours quelconque. 
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Or, si la relation (F) est vraie poar n = « , quel qae soit k, oa a 

et par suite , à cause de Tégalité 



,.— 1 



et de la formule déjà citée 

il vient la relation (B') pour n s= « + 1 , k étant quelconque. 

Donc etc 

CoroUaire» — Lorsque la suite (2) est une progression géomélrique de l'ordre u, 
OD a pour n^uy v^^i-ìi et par suite la relation (B') donne; dans ce méme cas, 

^0.11+1 V» ^o.i»-i ^«.«-i V» ^0.1 — *• 

19. Théorème, — La suite (2) étant une progression géométrìque de l'ordre <u, 
si l'on désigne par P» le produit de ses m premiers termes, on a 

(Df) p»= «». rjl"— vfj-' «S*-^' f!!r"^- 

Ce théorème se déduit de la relation (A') absolument comme celui du n? 9 a été 
déduit de la relation (A). 

20. Théorème. — Lorsque la suite (2) est une progression géométrìque de l'or- 
dre &>, la valeur absolue du terme Vo^ qui, dans cette suite, occupe le rang m, 
peut s'écrire sous la forme 

c^oy ^19 a, ,...., a» étant des quanti tés qui demeurent invariables quelle que soit la 
valeur de m, et une ou plnsieurs d'entre elles pouvant étre uuUcs, à l'exception 
de la demière, et v» désignant la valeur absolue de v^*.!* 
Démonstration. — On a (n? 17, coroU.) 

-, „ „^ip»«— l,,^ai«— »-,^3.if»-3 ^«.m-M 
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et en désignant par ^o » Pi » Pa > Pa »•••• ^^^ nombres posilifs ou négalife pour les 
quels on a 



il vient 



^ A-h P.N,.n.-„4- P,N,^a4- P3N3^3-4- "h N«^« 



Or l'exposant de v^ dans cette dernìère égalité est évìdemment de la forme 

Oo » 0^ , aa »•••• Om élant des quantités qui dcmeurenl invariables, quelle que soit la 
valeur de m , et une ou plusieurs d*entre elles pouvant étre nulles , à Texception 
de la dernière. 

DoDC etc... 

Scolte l*'. — La valeur absolue du terme v,^ ne peut s*exprimer que d'une 
seule manière sous la forme 

(?) ^« 

dé6nie dans le théoréme précédent. Cela résulte du théorème d*analyse algébrique 
cilé au scolie 1*'. du n? 10. 

Scolte 2. — Si Ton se rapporto à ce qui a été dit, soit dans la démonstration 
du Ibéorème précédente soit dans le scolie 1*'. qui l'a suivie , on voit immediate- 
ment que dans le cas où la valeur absolue du terme Vo^ est écrite sous la forme (f) 
définie dans ce théorème» on a 

1 

Scolie 3. Si Fon représente d*une manière generale» par t^ celle des deux va- 
leurs et 1 qui donne la quantité (— 1)'* de méme signe que Vk,i » et par s^ le 
poijnome 

^o-H <,N,^,4- laNa^,4- IbNb,,^^. -h t«N«^.-« > 

le m^* terme Vo^ de la progression (2) est» pour tonte valeur de m» de méme 
signe que la quantité ( — 1)'"». 

21. Théorème. — A» Oo* a,» a,»...» a« étant a-h^ nombres quelconques invaria- 
bles» le premier positif, et un ou plusieurs des autres pouvant elre nuls» à l'excep- 
tion du dernier» supposons oha duna la suite (2) (n? 1) on alt pris» respectivement» 
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poor Talems abtoliMS des i* + i prenien tennes 

ìe» Taleon de rezpretnon 



A 

poor fl» =s 1 9 ^= 2 , «= 3 ,..., = tt -f- i 9 et qii*après iToir donne à ees •• + 1 
pieiiiien lennet des signei qnekonqiies, on ait déléniiiiié quelle est célie des deox 
Taleon et 1 qoe Fon doit attrìboer à cfaaeane des qoantités <o » ^i » ^ »••-» ^a* » 
poor que les poiasaoees 

(- irt,(- D'i, (-«)'«,.... (-1)'- 

aient respeetiTemeot mémes signes qoe les qoantìlés 

qoi se dédoiseot tmmédialeiiieDti eomnie Fon saìl, des qoantités 

Si l'on continoe la formation de la soile (2) de teOe sorte qoe poor tonte va- 
leor de m, on ait 

t « (_ 1)*- A**"^ **^ "*" **^*"*"- ••■*■ •-**" , 
s^ désignant le polynome 



cette soite (2) sera one progression géométrìqne de Tordre u. 

DémonsiraUon. — D'abord il résnlte immédìatement de la manière dont se for- 
ment soccessivement les soiles (Y) (n? 1) et do tbéorème da n? 11» qoe les Tsleors 
absoloes des tennes de la suite (2) forment one progression géometriqoe de l'ordre ». 

En second lieo, il est évident qoe si, ayant pris poor yaleors des u + 1 pre- 
miers tennes de la suite (2) celles qoi ont élé choisies comme il a été dit dans l'è- 
nooeé do tbéorème, on poor suivait la formation de cette suite en la considérant comme 
progression géométrique de l'ordre u, ayant pour quotient de ce méme ordre la 
qoantité v^^g telle qu'elle se trouve déduite des a>+ 1 premiers tennes Vo^jyV^^f...fV^^^^f 
on aorait» pour tonte valeur de m» le terme Vo^ de méme signe que la qoai^« 
Uié (— !)'« (n! 20, scolie 3). 
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Scotte. — Les inémes cboses etani posées qae dans le théorème précédenl, on a 

«ette relation est une conséqnence immediate do scolie 2 du n? 10, et da mode de 
formation des saites (Y) (n? 1). 

CoroUaire i". — Lorsque la saite (2) est ane progression géométrìqae de For- 
dre ft>9 la noavelle saite que l'on obtient en maltipliant ebacan de ses termes par 
on méme nombre positif oa négatif, est aussi ane progression géométriqoe du 
méme ordre «», et les qaotìents de eet ordre de ces deax progressions sont égaax. 

de eoroUaire est, pour ainsi dire , éyident à priarìy indépendamment du tbéo- 
rème précédent. 

CoroUaire 2. — Lorsque la saite (2) est une progression géométrique de Tor- 
dre 6>» la nouveUe suite que l'on obtient en élevant tous ses termes à une méme 
paissance kf entière oo fractionaire, positive ou negative, est sassi une progression 
géométrique da méme ordre o, et dans le eas où ft «» — 1 , cette seconde pro- 
gression est complémentaire avec la première. 

22. 7%^éme.— Soient 

{V) », , V., Va, V4, 



{^) v\, v',, «'a, v*4„ 



deax progressions géométriqaes illimitées et non-complémentaires , la première de 
l'ordre », la seconde de l'ordre u', et supposons u^u'. 
La suite iilimitée 

(àf) «I»',, v.v',, vav's, v^v\,.... 

est ane progression géométrique de l'ordre ». 

Démonsiraiion. — Si l'on fait attention au mode d'après le quel les saites (V) 
se déduisent de la suite (2) (n? 1) on conclut immédiatement que panni les quo- 
tients d*an certain ordre A de la suite ((f), celoi qai occupe le rang n est égal au 
produit des n*^" quotients de ce méme ordre X des progressions (ò') et (e) , et que 
par conséquent la suite (J) a au moins ses quotients d'ordre <u tous égaux entre eux. 

De plusy comme les deux progressions (V) et (e'), ne sont pas complémentaires, 
le produit de l'un quelconque des quotients d'ordre u de la première de ces deux 
progressions par l'un quelconque des quotients de ce méme ordre de la seconde 
n'est, en aacun cas, égal à l'unite, et par conséquent les quotients d'ordre u de la 
saite (J) sont tous différenU de Funité. 

Donc. etc.... 

Tom. VI. N. 8. 1^ 
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SeoUe i". — D résnlte de ce qui vieni d*élfe dit que sì fon désigne par x 
TiiD qoeloonqae des quotiento d*ordre » de la progression (ò'), par «' Fan quelcon- 
qae des qvotients d*ordre al de la progression {c% et enfio par n l'an qnelconqne 
des qnolients d'ordre u de la progression (d)» on a 

n = X OH bien '^xx' » 

selon qne « esl > on = »*. 

SeoUe 2. — Il résulte encore de ce qni a été dit dans la démonslration da 
théorème précédenl qne si fon multipiie terme à terme plnsienrs progressions géo- 
métrìqnes illimitées, la nouTelle suite obtenue est nne progression géométriqne d'on 
ordre an plus égal au plus fort des ordres de ces progressions. 

CaroUaire. — Si Fon désigne par 

^1,1 > *i,a» *i3 » 

<*a,i 9 tta,a , 0,^ y 

«n.i 9 «i»^> «O f 

n progressions géométriques illimitées, non-complémentaires, et dont les ordres rea- 
pectiOs sont a^t ^s9***»«i»9 <^^ ^ derniers nombres étant tels que Ton a 

la suite illimitée 

est nne progression géométriqne de Tordre «^ (*). 
23. Théorème. — Soient 

' «1» «a» «3» 

^1 > ^a > ^3 9 

{é) \Cg 9 C^ f Cs 9 

'*I > *»» > ^^3 9 



^ 



^MMi«aal| 



C) Toot ee qui eit eontoan dans ee n*. 22 pourrait ètra donne comme eonséqnenoe d« ce qlU a été 
établi av n*. 21. 
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n progressioDs géometriques illimitées , et f désignanl Taii quelconque dea nombres 
I9 2, 3,.**» n, suppose Ds que les f premiéres de ces progressions soient toules de 
Tordre a et non-complémentaires, et que chacilne des autres dans le cas de f << n, 
soit d*un ordre inférieur à «. 

Supposons, de plus, que la suite (2) (n? 1) soit telle que, pour toute yaleur 
de m, OD ait 

On sait (d®. 22) que eetle suite (2) est alors une progression géomélrique de 
Tordre a. 

Si Ton désigne, d'une manière generale» relativement à celle des f premiéres 
progressions (e') qui occupe le rattg v, par X» Tuo quelconque de ses quotients de 
Fordre a; on a la relation 

^«,1= XiXjXj x^ . 

Ce théorème est une conséquence immediate du scolie i*'. du numero précédent. 

24. Théorème, — Lorsque la suite (2) n®. 1) est une progression géométrique 
à termes positifs et de l'ordre «>>, la suite illimitée 

(l) log Vo,i » 'og t'o.. » logt;o,3,.... 

dans laquelle les logarithmes sont tous pris dans un méme système choisi arbitrai- 
rement, est une progression arithmétique de Fordre u. 

€e théorème est une conséquence immediate des théorèmes des n"^. il et 20. 
Il peut aussi se démontrer directement et très-facilement. 

Scolte, — L'une quelconque des différences d*ordre w de la progression (/) est 
égale à logv«„t. 

25. Théorème. — Lorsqu*une suite illimitée de nombres positife 

est telle que les logarithmes de tous ces nombres pris dans un méme système for- 
ment une progression arithmétique de Tordre a, cette suite est elle-méme une pro- 
gression géométrique de Tordre a. 

Ce théorème est une conséquence immediate des théorèmes des n*. 10 et 21. 
Il peut aussi se démontrer directement et très-facilement. 

26. Théorème. — Si Ton désigne par 

vP/ Aj , Aji y Aj y..i.y 
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une progression géométriqoe à termes posilifiB et de l'ordre », et par 

iq) «i» «af «I» 

une progression arithmétique de l'ordre a, la suite 

A^S A?*, A*\ 



eat une progression géométrique de Fordre &> + «• 

Démorutraiion. — En faisant usage de logarìthmes pris tous dans le méme sys- 
tème, on sait (n®. 24) que la suite 



log A,» log A,» log A3» 



est une progression arithmétique de Fordre 01» et que par conséquent (n^. 14) 
la suite 

Of log A| t a. log Aa » aa log A3 ».... 



est une progression arithmétiqne de Fordre 0» 4- «• 
Or, cotte demière peut s'écrire sous la forme 



logA^S log A,*» logA^, 



Dono (n^ 25).... 

ScoUe 1*'— Dans le théorème précédent on peut supposer, comme eas particulier» 
celui où Fon anrait A|a=3 X^= Aa^» .... ; mais alors on doit faire 0» «= 0. 

ScoUe 2. — Les mémes choses étant posées que dans le théorème précédent , 
supposons» que la suite (2) (n^. 1) soit telle que pour tonte yaleur de m, on alt 

Si Fon designo par X Fun quelque des quotients d'ordre u de la progression (p), 
et par ù Fune quelconque des différences d'ordre a de la progression (g), on a la 
relation 






(ft) -4- a) T j 



ce scolie resulto de ce qui a été dit aux n"*. 15 et 24 (scolie). 

ScoUe 3. Les mémes choses étant posées que dans le théorème du n^. 23 , 
supposons que, pour tonte yaleur de m le m**** terme de la progression qui oc* 



v--« »^ 



*m 



j»— *— 1" 



«■Kfc 






5»— f— i— ir. 












^^ 



=«,4-=l. 



Il I , » 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



ALCUNE PROPRIETÀ DELLE CURVE ALGEBRICHE RAPPRESENTATE 

DALL'EQUAZIONE POLARE 

r'*= A cos'è -h B S€n»0 



1? Quando il polo di uoa curva piana coincide con l'orìgine delle coordinate, 
e che si chiami r il raggio vettore, e 6 l'angolo formato dallo stesso raggio vettore 
con l'asse delle ascisse, allora i valorì delle due coordinate ortogonali della curva, sono 

X = rc08 9 f y =r8enO 

Supponendo che A, B rappresentino due costanti positive, la curva algebrica di equa— 

zion polare 

r'"= A cos'è -h B sen'e 

sarà una curva dotata di centro, chiusa, e simmetrìca attorno a due rette, che s'in- 
contrano perpendicolarmente, nella direzione delle quali sono gli assi coordinati; ed 
il centro della curva coincide con l'origine. Facendo adunque la sostituzione nell'e- 
quazion polare 

r'=a;*-f- w', cose = -> sene = 2 

avremo in coordinate ortogonali 

(a.Vy')"+*=A«»-4-By* 

Se il numero n sia intero, e positivo, la curva sarà dell'ordine 2(n+l)* Per 
Tomogeneità delle quantità potrebbe sostituirsi a'"» b*" invece di A, B, ed in que- 
sta guisa 2a, 2b saranno gli assi della curva: proponiamoci alcuni casi particolari. 
2? Ponendo n = ì otterremo l'equazione di quarto grado 

(a;*-f- y*)^= a^x"-^ òY 

la quale come è noto appartiene alla curva pedale del centro dell'ellisse: similmente 
per 91=2,3,49... avremo le curve di ordini più elevati, e di equazioni 

(x*-+- y«)3« a4x»-h ftV» («"-h 1^)*= aV+ ÒY 

(a5«4. y«)5= aV-h bY 

Altre curve, ed equazioni analoghe si ottengono nel caso che A, B siano di segni 
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contrari. Nuove curve algebriche si avranno ancora per la supposizione che n sia 

1 

frazionario cosi per n =» - otteniamo la curva del sest'ordinei e di equazione 

Una tal curva proviene dalla curva pedale dal centro dell'ellisse, ed ove i raggi 
vettori di questa sono proporzionali ai quadrati dei raggi vettori di quella; tali curve 
e superficie somiglianti furono già da me prese ad esame fin dal 1859 in una Me- 

1 1 

moria inserita nel tomo IP di questi Annali. Per la sostituzione di n = x > 7 > *'" 

3 4 

si ottengono le altre curve di equazioni della forma 

(x«4. y«)4= (Ax*-H Bjff 

(1^+ y*)5= iXx'-^ By«)4 



3? Dair equazione generale 

r**= Acos*0 4- Esente 
si trae 

a. A— r'» ,^ r*-— B 

Differenziando il valore di r^" avremo 

2nf**"« dr = — 2 (A — B) sendcos Ode 

d'onde per la funzione derivata 

(A — B) sen eeosB 

Per la rettificazione delle curve polari si ha generalmente 

dr 

ds =« de v^(r*4- r**) , ovvero d« = -7 v^(r*-+- r»*). 

Nel nostro caso, volendo riportare alla variabile r si avrà 

^a_ (A — r'-Xi^— B) 

dalla quale 

. . nV'>+(A — r">)(r^— B) 

d'onde per la rettificazione di tali curve abbiamo 



,, •((>!'- 1)1^- 4- (A+ B)i^~ AB) 
i^(A-r**)(r'*— B) * 
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Ognun vede che V arco s viene nella generalità rappresentato da un trascendente 

1 

nltra-ellitico. Nei casi particolari di n =s 1 . n = - 9 l' integrale si riduce alle fun- 

zioni ellittiche, come già dimostrai per queste ed altre curve nelle mie precedenti 
Memorie del 1845, e 1859. 

4" Per la quadratura delle medesime curve con 1' origine al centro , si ha la 
formola generale 

e quindi 



= - I de \/{ A cos'è 4- B sen*e J 



Per n => 1 9 si integrerà in termini finiti, per n = 2, 3, 4 T integrazione si ri- 
porta ai trascendenti ellittici, e si avrà una rappresentazione geometrica di que- 

111 

sti integrali esaminati da Legendre; per n»-» -, -j* l'integrale si esprime in 

2 3 4 

111 

termini razionali, come accade per n= — -, — -t — j. I limiti dell* integrale 

1 

saranno 0s=O, ^«=0^ per la quarta parte di quelle curve che sono chiuse , e 

limitate, il che accade per A, B positivi. 

Roma 10 Novembre 1864. 

Barnaba Tortolini. 
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SOPRA ALCUNE QUESTIONI 

^ELLA TEORIA DELLE CURVE PIANE C) 

PER 

II. CKEMOVA. 



Sulla gienerasione di una curva mediante due fasci prcjettivi, 

1. Siano dali due fasci projettivi di curve. Le curve del primo fascio abbiano 
in un punlo-base o la tangente comune, e questo punto giaccia anche sulla curva 
del secondo fascio che corrisponde a quella curva del primo per la quale o è un 
punto doppio. In questo caso, è noto {Inirod. 51 b) che il luogo delle intersezioni 
delle curve corrispondenti dei due fasci passa due volte per o. Ora ci proponiamib 
di determinare le due tangenti del luogo nel punto doppio. 

2. Lemma, Siano (U, V, W,...), (U', V, W*,...) le curve corrispondenti di due 
fasci projettivi dello stesso ordine n, i quali generano una curva K dell'ordine 2n, 
passante pei punti-base dei due fasci. 

Le curve U, U' individuano un nuovo fascio i cui punti-base sono in K; ogni 
curva U" di questo fascio segherà K in altri n' punti , pei quali e per un punto 
fissato ad arbitrio in K descrivendo una curva d'ordine n, questa segherà K in al-« 
tri n'~ 1 punti fissi, qualunque sia la curva U" scelta nel fascio (UU') (/nlro(l.54 a); 
Se il punto arbitrario è un punto-base del fascio (YV), esso cogli altri n'- 1 punti 
fissi costituirà la base (VV). Infatti la curva U sega K in 2n' punti, de' quali n' 
giacciono in U', e gli altri n' in Y; e cosi U' sega K in 2n* punti de' quali n 
appartengono ad U e gli altri a Y'. Dunque una qualsivoglia curva U"^ del fascio 
(UU') segherà K in altri n' punti situati in una curva Y" del fascio (YY'). Donde 
segue che i fasci (U, U', U",...), (Y, Y', Y",...) sono projettivi e che la curva da 
essi generata è ancora K. 

Analogamente le seconde n' intersezioni di U" con K saranno anche situate in 
una curva W* del fascio (WW). E per tal modo otteniamo un nuovo fascio 
<U", Y", W",...) projettivo ai dati, i punti-base del quale giacciono in K. Siccome 



(*) Queste brevi note sono destinate ad emendare o completare alcuni punti ée\V Introduzione ad 
una teoria geometrica della curve piane. Nell'impresa dì scemare alquanto i moltissimi difetti di que- 
sto libro, io sono stato fraternamente consigliato e ajutato dal mio egregio amico, il cb. Dtk. Hibst. 

Tom. VI. N. 4. 20 



a 
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poi le curve C", V", W,.- appartengono rispellivamente ai fasci (UU'),(VV),(WW'),... 
i cui punli-base sono tulli in K, cosi il fascio (U"» Y", W"...) insieme con l'uno o 
con Tallro dei dati genera di nuovo la medesima curva K. Ossia: 

Dati due fasci projeUivi (U, V, W,...), (U', V, W,...) di curve dello stesso or- 
dine, i quali generano una curva K; se U" è una curva scelta ad arbitrio nel fa- 
scio (UU'), si possono determinare altre curve Y", W",... che appartengano rispet' 
tivamente ai fasci (YV)) (WW),... e formino con U" un nuovo fascio proiettivo ai 
dati e generante con ciascuno di questi la medesima curva K. 

3. Siano ora (U, Y,...), (U', Y',...) due fasci projeUivi di curve d'ordine qualun- 
que» i quali generino una curva K. Se L, L' sono due linee arbitrarie, i due fasci 
projeUivi (UL, YL>...), (U'L', Y'L',...) che si ottengono accoppiando L o L' a cia- 
scuna curva dell'uno o dell'altro fascio dato, genereranno evidentemente un luogo 
composto delle tre curve KLL'. Le linee L , L' siano poi scelte di tale ordine che 
i due ntìovi fasci risultino dello stesso ordine; e, secondo il teorema precedente, si 
formi un nuovo fascio {V, V,.,,) projeUivo ai precedenti, le cui curve appartengano 
fispettivamente ai fasci (UL, U'L'), (YL, Y'L'),... e siano tali che il nuovo fascio 
insieme col precedente (UL', Y'L',...) generi il luogo KLL'. Allora è evidente che i 
due fasci projettivi (U,V,,,.) e (U', Y',...) genereranno il luogo KL. 

4. Supponiamo ora che tutte le curve del fascio (UY) tocchino una stessa ret- 
ta R in uno stesso punto o ; sia Y la curva per la quale o è un punto doppio; e 
la corrispondente curva Y' passi anch' essa per o. Allora K avrà due rami incrociati 
in o: quali saranno le tangenti di K nel punto medesimo? 

Si scelga per L una linea non passante per o; ed L' sia composta della retta R 
e di un' altra linea non passante per o. In tal caso le curve del fascio (UL, I3'L',...) 
avranno in o la stessa tangente R : sia {/ quella curva di questo fascio , per la 
quale o è un punto doppio. Questo punto è doppio per le due curve complesse 
YL, Y'L'; epperò esso sarà doppio per tutte le curve del fascio (YL , Y'L') , fra le 
quali trovasi Y. Ora, la curva K (insieme con L) è generata dai due fasci projet- 
tivi (U', V,...), (D, V,...) nel secondò de* quali tutte le curve hanno un punto dop- 
pio in o; dunque (in virtù del teorema Introd. 52, ove si faccia r = , r'» 2) 
le tangenti di K in o sono le tangenti della curva V del secondo fascio la quale 
corrisponde a quella curva Y' del primo che passa per o. 

Siccome V appartiene al fascio (YL, Y'L'), cosi le due tangenti di K in o sono 
raggi coniugali in una involuzione quadratica nella quale le tangenti di Y sono con* 
iugate fra loro, e la tangente di Y' è coniugala con R (Introd* 49.) 
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Dmounsimie ed Mrema fmimmmaak per le polari nttiCe. 

5. Lemma 1! La polare (*) di un paolo qualunque |iassa pei paoli doppi della 
ennra foodamenlale (hurod* 16). 

Lemma 2? Le polari di oo paolo fisso ridilo alle curve di oo fascio formano 
oo allro fascio {hUrod. 84 a). 

Lemma 3? Se la corra foodameolale è composla di aoa rella e di oo'allra 
corva, e se il pdo è preso io qoesla retta, la polare è composla della rella me>» 
desima e della polare relaliva alla secooda corva (Qaesla proprielà coosegoe dalla 
definizioDC delle polari e dal teorema Introd, 17). 

Lemma 4! Se per gli n* paoli io coi aoa conra d'ordìoe n è ioooolrala da n 
relte passaoli per ao paolo o, si descrive oo'allra carya dello stesso ordioe, il 
paolo o ha la stessa polare rispello alle doe curve (loiilti le polari di o rìspello 
alle due curve baooo n — 1 puoli comuoi sopra ciascuoa delle n relte date). 

6. Sia ora dala uoa curva (foodameolale) G» d'ordioe n, e siano o^o* due 
paoli qualisivogUaoo daii. lodichiamo eoo P^ la polare di o rispetto alla polare di o*; 
ed analogameote eoo P«r« la polare di & rispetto alla polare di o; dimostrereoio dio 
P«^ e P«r« coiocidono io uoa sola e medesima curva. 

Si cooduca per & uoa rella arbilraria R, e sia J. il fascio della n relte coih 
dotte da o alle n ioterBezioDi di C» ed R. Le allre n (n — 1) ioUarseiioni dei Ino- 
1^ C* » J* giaceraooo lotte (Introd. 43 b) io uoa curva C^^, d'ordioe fi — 1. Sic- 
come C» apparUeoe al fascio (J» « RC^^i) , cosi la polare di o' riatto a C, a|H 
parterre (lenmia 2**) al fascio (f,^t9 RT^»^), ove f^^, è il fascio di n — 1 relte 
codeorreoli io o che cosliluiscooo la polare di o' rispetto a J» {hurod. 20)» e F,^, è 
la polare di o' rispetto a C|^t * ^ V^^ curva T,^, accoppiala eoo R forma la po- 
lare di o' rìspello al luogo RC^^i (lenmia 3*). Dal leoima 4^ poi segue che la cur- 
va P«^ 000 è allra cosa che la pdare di o rìspello ad RT,^,, e|^ier5 essa passa 
per le n — 2 ioterseziooi di F,^, ed R (lemma 1**). 

Da ciò che C« passa per le n' ioterseziooi dei luoghi J. ed RC|^, , segue ao- 
eora (lemma 4*^) che la polare di o rìspello a G, eoiocide colla polare di o rispetto 
ad RC^^t , epperò passa per le n — 1 ioterseziooi di C«.i ed R (lemma V). La 
eurva P«r, passerà aduoque per gli n — 2 ceoUi armooici del sistema formalo dalle 
aozidette it — 1 ioterseziooi , rìspelte al polo o'; cioè P^« passerà per gli n — 2 
puoli io cui R sega F,^, . 
* 111 III II I II I I 1 1 I ■ Il ,■ » 

(') S ÌBteiHla tempre prima potare. 
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Da ciò si raccoglie che le polari miste P«y, P^« hanno n — 2 punii comuni so- 
pra una trasversale condotta arbitrariamente pel punto o'. Dunque esse non sono 
altro che una sola e medesima curva d'ordine n — 2. 

7. Abbiansi ora nel piano fi + 1 punti qualisi vogliano Oy o\ o",... o'^, e si in- 
dichi con P««f«rr la polare di o rispetto a P«r^, con V,^^^ la polare di o rispetto 
a P^^«f>r ecc. Dal teorema ora dimostrato segue manifestamente che la polare V^^,„ju^ì 
rimane la stessa curva, in qualunque ordine siano presi i poli o, o', o'',„. o'^. Se 
poi si suppone che r di questi punti coincidano in un solo o, e che gli altri 
fx + i — r = /si riuniscono insieme in o', avremo il teorema generale : 

Per una qualsivoglia curva fondamentale , la polare (r)"" di un punto o ri- 
spetto aUa polare (r')"' di un altro punto o' coincide colla polare (r')"" di o' ri- 
spetto aUa polare (r)"" di o. 

Sui punti doppi détte curve di un fascio. 

8. Le curve di un dato fascio d' ordine n abbiano un punto (rY'* e comune, e 
siano o', o" due punti fissati ad arbitrio nel piano (Introd. 88). Le polari di o ri- 
spetto a quelle curve hanno in o un punto (r)^'' colle stesse tangenti delle curve 
date, e queste tangenti formano un'involuzione di grado r. Invece le polari di o* 
hanno in o un punto (r — 1)'''', e le loro tangenti sono aggruppate in un* involu- 
zione di grado r — 1. Le due involuzioni sono projettive ed un gruppo qualunque 
della seconda è {Introd. 74) la polare di o' rispetto al fascio di rette costituenti il 
corrispondente gruppo della prima. 

I due fasci di polari di o ed o', essendo projettivi, generano una curva d^ or- 
dine 2 (n — 1)9 la quale ha in un punto (2r — 1)'''* e per tangenti i raggi co- 
muni alle due involuzioni i quali sono evidentemente la retta 00' ed i raggi doppi 
dell'involuzione di grado r {Introd. i9). 

Analogamente le polari dì ed 0" generano un* altra curva d* ordine 2 (n — 1)» 
passante 2r — 1 volte per ed avente ivi per tangenti la retta 00'^ ed i raggi doppi 
dell* involuzione di grado r. 

Per tal modo le due curve d'ordine 2 (n — 1) hanno in un punto (2r - 1)^'* 
e 2 (r — 1) tangenti comuni: epperò il punto rappresenta {2r — l)%2(r — 1) 
intersezioni delle medesime. Siccome poi tiene anche le veci di r* punti-base del 
fascio delle polari di , e siccome (2r — 1)*-+- 2 (r — 1) — r*= (r — 1) (3r -h 1), 
cosi: 

Se le curve di un fascio hanno un punto (ry"' comune, questo equivale ad 
(r — 1) (3r -H 1) punti doppi del fascio medesimo. 
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9. SnpponiiBio on che le curve del fascio dalo abbiano, nel punto (r)^ o, an- 
che le r tangenti eomnni: nel qoal caso una di quelle» chiamisi C«, avrà r-f-i 
rami incrociati in o (Introd» 48). 

Le polari di o hanno un punto (r)^* in o; ma la pdare relativa a C. passa 
r -H i ▼olle per questo punto. U medesimo punto è multiplo secondo r — 1 per 
le polari di o*, ad eccezione di quella che è relativa a C, , la quale ha r rami in- 
crociati in o. 1 due fasci di polari essendo projettivi, generano una curva d^ordine 
2 (it — 1) con un punto (^ry" in o {Introd. 51). 

Analogamente le polari di o e di o" generano un* altra curva dello stesso or- 
dine f avente anch* essa 2r rami incrociati in o : ond* è che questo punto fa le veci 
di 4r* intersezioni delle due curve d'ordine 2 (n — 1). D* altra parte o rappresenta 
r*-hr punti-base del fascio delle polari di o {Introd. 32); dunque in o sono riu- 
niti 3i^ — r punti doppi del fascio dato. 

10. Se delle tangenti comuni alle curve date in o ve ne sono s coincidenti in 
una retta R , questa toccherà in o ( Introd. 74 ) s rami di ciascuna polare di o 
ed s — 1 rami di ciascuna polare di o' e di o": quindi anche ciascuna delle due 
curve d'ordine 2 (n — 1) avrà in o un numero s — 1 di tangenti riunite in R. 
In questo caso adunque, il punto o rappresenta 4r'+ s — 1 intersezioni delle due 
curve Suaccennate. Ossia: 

Se le curve di un fascio hanno uno stesso punto {ry** ed in questo tutte le 
tangenti comuni, dette quali ve ne sia un numero s di coincidenti in una retta 
unica, qud punto tien luogo di r(3r — 1) + s — 1 punti doppi dd fascio. 

Ed in particolare, se s = r, cioè se tutte le tangenti coincidono in una sola 
retta, il punto multiplo comune equivale a 3r* — 1 punti doppi dd fascio. 

11. Si supponga invece che una sola curva C., tra quelle dei dato fascio, passi 
r volte per un punto o ed ivi abbia s tangenti riunite in una retta R. Allora la po- 
lare di o rispetto a G. avrà r rami incrociati in o colle stesse tangenti di G,^. E 
la polare di un punto qualunque & rispetto alla medesima curva G« avrà in o un 
punto (r — ly* con s — I tangenti coincidenti in R. Quindi i fasci delle polari 
di e di o' genereranno una curva d'ordine 2 (n — 1), avente un punto (r-1)^* 
in o ed s — 1 tangenti riunite in R {Introd. 51 g). Una curva analoga colle stesse 
proprietà sarà generata dalle polari di o e da quelle di un altro punto qualunque o": 
e per queste due curve d'ordine 2 (n — 1) il punto o terrà luogo di (r-l)Vs-l 
intersezioni; dunque: 

Se in un fascio vi ha una curva dotata di un punto {ry'* con s tangenti 
coincidenti, questo punto fa le veci di (r — 1)^ -h s — 1 punti doppi del fascio. 

12. Se il punto o, che è (r)^'* per G«, appartiene anche (come punto sem- 
plice) alle altre curve del dato fascio, le quali in tal caso avranno ivi un contatto 
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^^yumto ^ le polari di o passano tutte per o; epperò in questo punto si taglieran- 
no r rami di ciascuna delie curve d*ordine 2 (n — 1) generate dai fasci di polari. 
Ne segue che queste curve hanno r^-h s — 1 intersezioni coincidenti in o. Ma in 
<|ilMo punto sono anche riuniti r punti-base del fascio delle polari di o; dunque: 
Se una curva di un fascio passa r volte per uno de* punti base ed ha ivi s 
umgenii riunite, quel punto tien luogo di r(r — l) + s — 1 punti doppi del 
flueiò. 

SuUe reti geometriche d'ordine qualunque. 

13. Una rete di curve d'ordine n {Introd. 92) è dessa in generale una rete di 
prime polari ? Siccome una rete é determinata da tre curve, cosi è da ricercarsi se, 
date tre curve A, , A^ , Aa d'ordine n e non appartenenti ad uno stesso fascio, sia 
possibile di determinare tre punti ai,a,,a3 (non in linea retta) ed una curva d'or- 
dine n + 1 rispetto alla quale le tre curve date siano le prime polari di ai,a^,a^. 

La curva fondamentale ed i tre poli dipendono da | (n + 1) (n + 4) -h 6 
condizioni.: mentre se si domanda V identità delle tre curve date colle polari dei 
tre punti, bisognerà sodisfare a |n (n + 3) coirdizioni. La differenza (n — 2)(n+4) 
di questi numeri è nulla soltanto per n= 2. Eccettuato adunque il caso di ns2, 
una rete di curve non e in generale una rete di prime polari. 

14/ Consideriamo pertanto una rete affatto generale, la quale sia individuata da 
tre curve Ag» A., A3 d'ordine n; e sia Ao un'altra curva della rete, tale che tre 
fOtlunque delle quattro curve Ao A, A^ A3 non appartengano ad uno stesso fascio. 
Fissiamo ad arbitrio nel piano quattro punti aott, 0,03, tre qualunque dei quali non 
siano in linea retta, e consideriamoli come corrispondenti alle quattro curve anzi- 
dette. Ciò premesso, i punii del piano e le curve della rete si possono far corri- 
spondere fra loro, in modo che a punti in linea reità corrispondano curve di un fa- 
scio (proiettivo alla punteggiala). Se consideriamo dapprima una retta che unisca 
diMi de* punti dati , per cs. ao^, , la projettività fra i punti della retta a^aj e le 
curve del fascio AoA, sarà determinata dalla condizione che ai punti 00,0. corri- 
spondano le curve Ao, A, , ed al punto d'intersezione delle rette ttotti , a^a^ corri- 
sponda la curva comune ai fasci AqA, , A^Aa : poste le quali cose, ad un altro punto 
qualunque di ttoa, corrisponderà una curva affatto individuata del fascio AqA, . 

Per una retta qualunque R , ai punti in cui essa e segata da tre lati del qua- 
érangolo aja^a^a^ corrispondono tre curve già determinale in ciò che precede, le 
quali apparterranno necessariamente ad uno stesso fascio : quindi ad un quarto punto 
^iMlsivoglia in R corrisponderà una determinata curva del fascio medesimo; e vi- 
otToraa. — E la curva A corrispondente ad un dato punto a si troverà considerando 
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qoeslo come l' intersezione di dae rette (che per semplicità si potranno condurre ri- 
spettivamente per due de* punti dati) ed assumendo la curva comune ai due fasci 
relativi alle rette medesime. 

15. Per lai modo ad un punto a corrisponde una certa curva A della rete 
(comune a tutti i fasci relativi alle rette che passano per a), e viceversa ad una 
curva A della rete corrisponde un punto individuato a (comune a tutte le rette i 
cui fasci corrispondenti contengano la curva A). 

Tutte le curve della rete che passano per uno stesso punto a formano un fa- 
sciò» epperò corrispondono ai punti di una certa retta R; e reciprocamente questa 
retta contiene i punti corrispondenti a quelle curve della rete che passano per certi 
n* punti fissi, uno de* quali è a. Onde possiamo dire che ad un punto qualunque a 
corrisponde una certa retta R ( luogo de' punti le cui curve corrispondenti A pas- 
sano per a) ; ma viceversa ad una retta R , fissata ad arbitrio , corrispondono n' 
punti (costituenti la base del fascio delle curve A corrispondenti ai punti di R). 

Dunque ad un punto del piano corrispondono una curva A della rete ed una 
retta, e viceversa ad una curva della rete corrisponde un punto individuato, men- 
tre ad una retta corrispondono n* punti. E dalle cose precedenti segue: 

Se la curva A di un punto a passa per un altro punto a', viceversa la retta 
R di ol passa per a; e reciprocamente, 

16, Quale è il luogo dei punti che giacciono nelle rispettivo curve A, ovvero 
(ciò che è la medesima cosa, in virtù del teorema precedente) nelle corrispondenti 
rette R? Sia T un' arbitraria trasversale : ad un punto a di questa corrisponde 
una curva A che sega T in n punti a'. Viceversa, se si prende ad arbitrio in T 
tm punto a', le curve A passanti per a' corrispondono ai punti di una retta R, che 
incontra T in un punto a. Cioè ad un punto a corrispondono n punti a\ e ad un 
punto a' corrisponde un punto a; epperò la trasversale T contiene n + 1 punti del 
luogo di cui si tratta. Dunque: 

R luogo di un punto situato nella corrispondente curva A è una curva K 
d'ordine n -h 1 . 

Quale è l'inviluppo delle rette R che contengono uno de' loro punti corrispoor 
denti? Sia a un punto arbitrario; le rette passanti per a hanno i loro punti cor- 
rispondenti situati nella curva A del punto a, la quale sega la curva K (del teo- 
rema precedente) in n (n+ 1) punti; ciascuno de' quali corrisponde alla retta R che 
lo unisce ed a. Dunque ^ 

L'inviluppo di una retta R che passi per uno degli n' punti che le ecrrispon- 
dotiù è una cvn^ H della ciasse n (n -h 1). 
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Il panlo a apparterrà ad H, se due di quelle rette che uniscono a alle inter- 
sezioni di A e K coincidono, cioè se A tocca K; dunque: 

La curva H è l'inviluppo delle rette R che corrispondono ai punti della cur- 
va K, ed è anche il luogo dei punti ai quali corrispondono curve A cfte toC' 
chino K. 

Quando le curve della data rete sono le prime polari de* loro punti corrispon- 
denti rispetto ad una curva fondamentale, in questa coincidono insieme le due 
curve H e K. 

17. Ma anche nel caso più generale sussistono quasi tutte le proprietà dimo- 
strate neir Introduzione per un sistema di prime polari: anzi rimangono invariate le 
slesse dimostrazioni; e ciò perchè quelle proprietà e quelle dimostrazioni in massima 
parte dipendono non già dalla connessione polare delle curve della rete con una curva 
fondamentale, ma piuttosto dalla determinabilità lineare delle medesime per mezzo 
di tre sole fra esse. Cosi si hanno i seguenti enunciati, che sussistono per una rete 
qualsivoglia e si dimostrano col soccorso della definizione delle reti e dei teoremi 
superiori (15, 16). 

Se un punto percorre una curva C«, d'ordine m, la corrispondente retta R <n* 
viluppa una curva L della classe mn^ che è anche il luogo di un punto al quale 
corrisponda una curva A tangente a C^. Se C^ non ha punti multipli , l'ordine 
di L è m(m-f-2n — d); ma questo numero è diminuito di r{r — 1) -f- « — 1 
se €« ha un punto (r)'"* con s tangenti coincidenti. 

Da questo teorema segue che il numero delle curve A che toccano due curve 
Cm 9 C^r è eguale al numero delle intersezioni delle due corrispondenti curve L, gli 
ordini delle quali sono conosciuti. 

Alle cuspidi di C^ corrispondono le tangenti stazionarie di L, e siccome si co- 
noscono cosi di questa curva la classe, l'ordine ed il numero de' flessi, si potranno 
determinare, per mezzo delle formole di Plììgker , i numeri de' punti doppi , delle 
tangenti doppie e delle cuspidi della medesima curva L. Questi numeri poi espri- 
mono quante curve A hanno un doppio contatto con €«,» quante un contatto tri- 
punto colla slessa C« , ecc. (Introd. 103). 

18. // luogo di un punto p le cui rette polari relative alle curve A della rete 
passino per uno stesso punto o è una curva dell'ordine 3 (n — 1) , che si può 
chiamare la Hessiana o la Jacobiana della rete , e che può essere definita anche 
come il luogo dei punti di contatto fra le curve della rete , o il luogo dei punti 
doppi delle curve medesime (Introd. 90 a, 92, 95). 

// luogo di un punto o nel quale si seghino le rette polari di uno stesso pun- 
to p, rispetto alle curve della rete, è una curva d'ordine 'ò[n — 1)', che si può 
chiamare la curva Sleineriana della rete (Inirod, 98 a). 
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Quindi ad ogni punto p della Jacobiana corrisponde un punto o della Steinerìa- 
na, e reciprocamente: e l'inviluppo delta retta fo^ la quale tocca in f tutte le curve 
della rete che passano per questo punto, è una curva della classe 3n (n — 1) (In- 
trod. 98 b). 

R luogo di un punto a al quale corrisponda una curva A dotata di un punu^ 
doppio p è una curva 2 dell'ordine 3 (n — 1)*. 

La curva 2 coincide colla Steineriana quando le curve A sono le prime polari 
de* punti corrispondenti, rispetto ad una curva fondamentale {Introd, 88 d). 

La retta R che corrisponde al punto p tocca (Introd, 118) in a la curva 2; 
ossia: 

La curva 2 è V inviluppo delle rette R che corrispondono ài punH della Ja- 
cobiana, 

Di qui si può immediatamente concludere la classe della curva 1 » non che le 
singolarità della medesima, e si avranno quindi le formole {Introd. 119-121) espri- 
menti : quanti fasci vi siano in una data rete qualsivoglia le curve de* quali si toc- 
chino in due punti distinti, o abbiano fra loro un contatto tripunto; e quante cur- 
ve contenga la rete le quali siano dotale di due punti doppi o di una cuspide. 

19^ E qui giova notare che quelle formole presuppongono la Jacobiana sprov«- 
veduta d*ogni punto multiplo. Ma è ben facile di assegnare le modificazioni che su- 
birebbero i risultati medesimi quando la Jacobiana avesse punti multipli. 

Se le curve di una rete hanno d punti comuni con tangenti distinte, ed altri il; 
punti comuni ne* quali esse si tocchino, la Jacobiana avrà (Introd, 96, 97) in cia- 
scun di quelli un punto doppio, ed in ciascun di questi un punto triplo con due 
tangenti coincidenti nella tangente comune alle curve della rete. Ne segue che quei 
punti equivalgono a 2({ -+• 4A intersezioni della Jacobiana con una qualunque delle 
curve della rete , epperò (Introd, 118 b) la classe di 1 sarà 

3n(n — 1) — 2d — 4*. 

Supponiamo poi che, astrazione fatta dai punti comuni alle curve della rete, la 
Jacobiana abbia altri i punti doppi e x cuspidi. Allora (Introd, 103) l'ordine del 
luogo di un punto a cui corrisponda una curva A tangente alla Jacobiana sarà 

3(n — 1)(5»— 6) — 2(d-^ a) — 3« — 7*; 

epperò il numero dei flessi di 1 sarà (Introd. 118 d) 

3 (» — 1) (4n — 5) — 2 (d 4- a) — 3x — 7ik , 

donde si concluderanno poi, colle formole di Plììgker , le altre singolarità della curva. 

TOB.VI.N.4. 21 
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Se le curve della rete avessero un punto {ry'" comune , il medesimo sarebbe 
multiplo secondo 3r — 1 per la Jacobiana. Siccome poi un fascio qualunque della 
rete conterrà , oltre a quel punto , solamente altri 3 (n — 1)' — (r — 1) (3r -h 1) 
punti doppi (8) , cosi l'ordine di 1 subirà in questo caso la diminuzione di 
(r — 1) (3r -f- 1) unità (Introd, 88 d) ecc. 

20. Se una curva C„ sega la Jacobiana in 3m (n — 1) punii p, la curva 2 
toccherà ne' corrispondenti 3m (n — 1) punti a il luogo L dei punti ai quaU cor^ 
rispondono curve A tangenti a G„ (Introd. 122). Ecc. ecc. 

SuUe reti di curve di second* ordine, 

21. Data una rete di coniche, consideriamole come polari relative ad una curva 
di terz* ordine incognita, e cerchiamone i poli. Siano A^, A,, A3 tre coniche della 
rete, non circoscritte ad uno stesso quadrangolo : e si supponga, ciò che evidente- 
mente è lecito senza punto scemare la generalità della ricerca , che A^ , A, siano 
due paja di rette rispettivamente incrociate in 0|, o,; ed A3 passi per questi due 
punti. Sia poi 03 il terzo punto diagonale del quadrangolo formato dalle quattro in- 
tersezioni di A| A,; e si chiamino a^ , a, , 03 i poli incogniti delle tre coniche. Sic- 
come la retta polare di a, rispetto ad A^ dee coincidere (6) colla retta polare di a, 
rispetto ad A^ , cosi tale polare sarà necessariamente la retta o^ o^; epperò a, , o^ 
saranno rispettivamente situati in 0^03 > o,Ot. La polare di a. rispetto ad A3 dev'es- 
sere anche la polare di a^ rispetto ad A| , dunque passerà per o, : cioè 0^ giace 
anche sulla tangente ad A3 in 0,. Analogamente a, é situato nella tangente ad A3 
in 0,. 

Trovati cosi a,, a,, siano 0|<i>), , OaO), le loro polari rispetto ad A3: queste rette 
saranno anche le polari di 03 rispetto ad A, , A, : dunque 03 è Tintersezione della 
coniugata armonica di o^ta^ rispetto alle due rette Aj, colla coniugata armonica di o^ca^ 
rispetto alle due rette A,. 

Ed ora si potrà costruire il polo a di qualunque altra conica A della rete : in- 
fatti il punto a sarà, rispetto ad Ag, il polo di quella retta che è la polare di a, 
rispetto ad A. 

Viceversa, dato un punto a, si potrà determinare la sua conica polare A^ per es, 
nel seguente modo. Si cerchi la retta R che unisce i poli di due coniche della rete 
passanti per a. La conica richiesta A sarà quella rispetto alla quale a è il polo 
della retta R. 

Ed ecco come si possono determinare le intersezioni della cubica fondamentale 
con una trasversale qualunque T. Se d? è un punto in T , la sua conica polare 
sega T in due ponti a!. Vicevèrsa, se si prende in T un punto re', le coniche pò- 
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lari passanti per x' hanno i loro poli nella retta polare di questo punto , la quale 
segherà T in un punto x. Quindi le coppie di punti x' formano un' involuzione 
(quadratica) proiettiva alla serie semplice de' punti x. I tre punti comuni alle due 
serie sono quei punti di T che giacciono nelle rispettive coniche polari, cioè sono 
1 punti ove la cubica fondamentale è incontrata dalla trasversale T. 

22. Veniamo ora a casi particolari e supponiamo che nella rete vi sia una conica 
consistente in una retta P presa due volte : conica che indicheremo col simbolo P*. 
Se anche- in questo caso le coniche della rete formano un sistema di polari, ciascun 
punto della retta P dev* essere il polo di una conica dotata di punto doppio (In- 
trod. 78), ma d'altronde le coniche polari dei punti di una retta formano un fascio: 
dunque nella rete vi dev' essere un fascio di coniche tutte dotate di punto doppio. 
Un tal fascio non può essere che un fascio di coppie di rette in involuzione: ed i 
raggi doppi, Q , R » daranno due nuove coniche Q' , R^ della rete. Siccome ogni 
punto di P è polo di una conica avente punto doppio in QR, viceversa il punto QR 
sarà il polo della conica P*. Donde segue {Introd, 79) che le rette P, Q, R formano 
un trilatero, ciascun lato del quale preso due volte costituisce la conica polare del 
vertice opposto. 

Queste tre coniche P', Q*, R', in causa della loro speciale natura, non bastano 
per individuare tutto il sistema dei poli: cioè qui il problema di trovare la curva 
fondamentale rimane indeterminalo. £sso diverrà determinato se per un' altra conica 
della rete (che non sia un pajo di rette) si assume ad arbitrio il polo (fuori delle 
rette PQR). 

La conica della rete che debba passare per due punti dati Oy o' si determina 
col metodo ordinario (Introd, 77 a). La conica del fascio (P*, Q*) che passa per o 
è un pajo di rette formanti sistema armonico con P, Q; e cosi pure la conica del 
fascio (P^ R') passante per o è un pajo di rette coniugale armoniche rispetto alle 
due P, R. Queste due coniche intersecandosi determinano un quadrangolo completo, 
il cui triangolo diagonale è PQR. Ora la conica richiesta è quella che passa pei 
vertici di questo quadrangolo e per o' ; dunque , per essa , PQR è un triangolo 
coniugato. Cioè tulle le coniche della rete sono coniugate ad uno stesso triangolo 
(e per conseguenza la cubica fondamentale è equianarmonica). 

Di qui risulta che la rete non può contenere una quarta conica che sia una 
retta presa due volte. Ciò e anche evidente perchè una tal retta farebbe necessa- 
riamente parie della Hessiana la quale, essendo una linea del lerz' ordine, non può 
contenere piii di tre rette. 

23. Supposta adunque l'esistenza di una conica P* in una rete di coniche, 
affinchè queste siano un sistema di polari, è d'uopo che i punii di P siano poh di 
coniche consistenti in coppie di rette d'un fascio in involuzione. Se questa involuzione 
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ha due raggi doppi Q, R, distinti fra loro e dalla retta P, otteniamo il caso or ora 
considerato (22). Supponiamo ora invece che i due raggi doppi coincidano, ossia 
che tutte le coppie anzidette abbiano una retta comune Q : in questo caso, de* tre 
lati del trilatero PQR due, QR, coincidono, epperò la Hessiana consterà della retta 
Q presa due volte e della retta P. (Si ottiene questo medesimo caso se uno de*rag- 
gi doppi deir involuzione, supposti distinti, coincide colla retta P). 

I punti di Q soiio poli di coniche consistenti in coppie di rette coniugate ar- 
monicamente con PQ; ed i punti di P sono poli di coniche composte della retta 
(issa Q e di una retta variabile intorno ad un punto fisso o di Q. Il punto PQ, 
appartenendo ad entrambe quelle rette, sarà il polo della conica Q*; ed il punto a, 
doppio per le coniche polari de' punti di P, avrà per conica polare P'. Si vede an- 
che facilmente che, come nel caso precedente i punti QR, RP, PQ erano i poli delle 
rette P, Q, R rispetto a tutte le coniche della rete, cosi nel caso attuale i punti o 
e PQ sono i poli delle rette P, Q relativamente a tutte le coniche della rete. 

Da ciò che precede si raccoglie che tutte le coniche della rete toccano Q nel 
punto PQ, e siccome questo punto ha per polare la conica Q*, cosi la cubica fon- 
damentale avrà una cuspide nel punto PQ colla tangente Q. E la retta P (che nel 
caso precedente , più generale , conteneva tre flessi della cubica) nel caso attuale 
congiunge la cuspide al flesso ( unico ) della curva fondamentale. La conica polare 
del flesso è composta della retta Q e della tangente stazionaria: quindi il punto o 
é Tintersezione della tangente cuspidale colla tangente stazionaria. 

24. Può aver luogo il caso ancor più particolare che tutti e tre i lati del tri- 
angolo coniugato PQR coincidano in una sola retta P. Allora è chiaro che ogni 
punto di P sarà il polo di una conica composta della stessa retta P e di una se- 
conda retta variabile intorno ad un punto fisso o di P ; e questo punto o sarà il 
polo della conica P*. Ne segue che tulle le coniche della rete hanno fra loro un 
contallo Iripunlo in o colla Ungente P; e che tulli i punti di questa retta appar- 
tengono alla cubica fondamentale, la quale risulta composta della retta P e di una 
conica tangente a P in o. 

Naluralmenle la Hessiana è in questo caso la retta P presa tre volte. 

25. Le considerazioni precedenti manifestano che allorquando la rete contiene 
una conica P*, o due coniche P', Q', affinchè quella ammetta una cubica fondamen- 
tale, e necessario che le coniche della rete si possano risguardare come coniugate 
ad uno slesso triangolo di cui i Ire lati o due soltanto coincidono insieme: ossia è 
necessario che, nel primo caso, tulle le coniche della rete abbiano fra loro un con- 
tatto tripunlo colla tangente comune P ; e nel secondo caso , che le coniche della 
rete tocchino una delle rette P, Q nel punto comune a queste , ed abbiano rispetto 
all'altra uno stesso polo fisso. 
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Ma se la rete contiene una o due coniche consistenti in un pajo di rette coin- 
cidenti, e non sono sodisfatte le dette condizioni, le coniche della relè non costi- 
tuiscono un sistema di polari. Ciò ha luogo per es. se la rete è individuata da una 
conica P' e da due coniche che non seghino P negli stessi punti; se la rete è for- 
mata da coniche seganti una retta P in due punti fissi e rispetto alle quali un'al- 
tro punto fisso di P abbia per polare una retta data; se la rete contiene due co- 
niche P', Q* ed un' altra conica qualunque non passante pel punto PQ ; ecc. Nel 
primo di questi casi la Jacobiana è composta della retta P e di una conica che se- 
ga P ne* due punti coniugali armonici rispetto alle coniche della rete ; nel secondo 
caso la Jacobiana contiene due volte la retta P ed inoltre queir altra retta data 
che è polare di un punto di P rispetto a tutte le coniche della rete; nel terzo caso 
la Jacobiana è composta delle due rette P # Q e della corda di contatto di quella 
conica della rete che é tangente a P e Q, 

Concludiamo pertanto che il problema « data una rete di coniche , trovare una 
eubica rispetto alla quale le coQiche siano le polari dei punti del piano » ammette 
una (una sola) soluzione sempre allorquando nella rete non vi sia alcuna conica che 
consista in due rette coincidenti. Se di tali contche ve n'è una sola o ve ne sono 
due» il problema ammette o nessuna soluzione , o infinite soluzioni : e vi sono infi- 
nite soluzioni anche nel caso che la rete contenga tre di quelle coniche eccezionali. 
Nei casi in cui il problema è indeterminato , ciascuna soluzione è individuata col 
fissare ad arbitrio il polo di una conica della rete. 

SuUe curve di ter%* ordine. 

26. Sia i un flesso di una data curva di terz' ordine ed 1 la retta polare ar- 
monica di t. Siccome due tangenti della curva i cui punti di contatto siano in li- 
nea retta col flesso i concorrono in un punto m della retta 1 e formano sistema ar- 
monico colla mi e colla medesima 1 (IrUrod. 139 a), cosi : 

Le sei tangenti che si possono condurre ad una cubica da un punto della po- 
lare armonica di un flesso sono accoppiate in involuzione, in modo che la corda 
di contatto di due tangenti coniugate passa pel flesso (*). 

E siccome le polari armoniche dei flessi sono le medesime per tulle le cubiche 
sizigelicbe alla data, cosi : 

Dato un fascio di cubiche sizigetiche, se da un punto della polare armonica 
di un flesso si tirano coppie di tangenti alle cubiche in modo che la corda di 

[*) Giornale di matematidie, t. 2, pag. S4 (Napoli 1864). 
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contatto passi sempre pel flesso suddetto, quelle infinite coppie di tangenti formano 
un* involuzione, i cui raggi doppi sono la retta condotta al flesso e la polare ar- 
monica. 

Siano m,m3m3 Ire punii presi ad arbilrio e rispètlivamenle nelle polari armo- 
niche di tre flessi 123 siluali in linea retta. Condotte per ciascuno de*punti m^m^m^ 
due tangenti alla cubica i cui punti di contatto siano in linea retta col flesso cor- 
rispondente, siccome le tre corde dì con latto segano la curva in tre punti 123 che 
sono in una retta , cosi le altre sei intersezioni , cioè i punti di conlatto delle sei 
tangenti, giaceranno in una conica (Introd, 39 a). 

Se r è un vertice di un trilatero rrjT^ sizigetico alla cubica data, per r passano 
le polari armoniche dei tre flessi siluali nel lato opposto (Introd, 142). Dunque le 
sei tangenti che si possono condurre da r alla cubica sono accoppiate in involuzio- 
ne in tre maniere diverse : a ciascuna di queste maniere corrispondono come raggi 
doppi la retta che congiunge r ad uno de* tre flessi e la relativa polare armonica. 

Conducendo per un flesso i situato in r^r^ una trasversale qualunque, il coniu- 
gato armonico di i rispelto alle intersezioni della trasversale con rr^^ rr^ è situalo 
nella polare armonica di i (Introd. 139). Ne segue che le rr^^rr^ sono coniugale 
armoniche rispetto alla retta ri ed alla polare armonica di t. Dunque i raggi doppi 
delle tre involuzioni formale dalle tangenti che si possono condurre per r alla cu- 
bica data (ed alle altre cubiche sizigetiche) sono accoppiati pur essi in una nuova 
involuzione i cui elementi doppi sono i lati rr^ , rr^ del trilatero sizigetico. Ossia : 

Tre flessi in linea retta e le intersezioni di questa retta colle polari armoni- 
che dei flessi medesimi formano tre coppie di punti in involuzione (*). 

È nolo (Introd. 132 e) che se due tangenli ad una data cubica concorrono in 
un punto della medesima curva , ciascuna di quelle tangenli è la retta polare del 
punto di contatto di contatto delF altra rispetto ad una cubica di cui la data è la 
Hessiana. £ nolo inoltre (Introd. 148) che se una retta tocca una cubica in un 
punto e la sega in un altro, le rette polari del primo punto , rispetto alle cubiche 
sizigetiche colla data, passano tulle pel secondo punto. Ne segue che: 

Le quattro tangenti che si possono condurre ad una cubica da un suo punto 
sono le rette polari di uno qualunque de* punti di contatto rispetto alla cubica 
medesima ed a quelle altre tre cubiche delle quali la data è la Hessiana (**), 

OrB, il rapporto anarmonico delle rette polari di un punto rispetto a quattro curve 
date di un fascio è costante , qualunque sia quel punto : si ha dunque cosi una 

(*} Questa proprietà si rende evidente anche osservando che il punto in cui la polare armonica di 
{ sega riTj è coniugato armonico di i rispetto agli altri due flessi situati nella medesima retta Tir,. Ne 
segue ancora (Introd. i6) che ciascuno de*due punti TiT, combinato coi tre flessi situati nella retta nr, 
forma un sistema equianarmonico. 

(**} Educational Times, december lS64, p. 214 (London). 
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nuova dimoslrazione del leorema di Salmon {Introd. 131) , essere costante il rap- 
porto anarmonico delle quattro Ungenti che arrivano ad una cubica da un suo punto 
qualunque. 

27. Nel piano di una data curva del terz* ordine si immaginino condotte n -h ì 
trasversali che seghino la curva nelle n + 1 teme di punti 

Si unisca il punto v^^^^ al punto a, mediante una inetta che seghi di nuovo la cur- 
va in Van^a* Si tiri la retta v^v^ che incontri ulteriormente la curva in a^ ; e sia 
Van^4 la terza intersezione della curva colla retta v^^^^a^. Continuando in questo 
modo si otterranno altre dn trasversali contenenti le terne di punti 

(Va»+aOiVa»4.3) » (v^^a)» (Va»+80aVan+4) » (v^n+Ha^V^^^sh (^4^504) ' 

(Van+5*4Van+6) > •••• {Vlin+iO'2fiV^n^2)' 

Ora dei 3 (2n -h 1) punti v^v^ ... ^4»+» , a^a^ ... a^n+j risultanti dalF intersezio^ 
ne della cubica colle 2n + 1 rette 

(ViVafli) . {V^V/^a^) , {VsVeas) , ... (Va»+iVa»+aOa»+i) » 
(Va«+3Va«4.4<*a) » {Van^sVan+Ò^^O > ••• (V4„4.xV4„^.aOa„) , 

ve ne sono 6n distribuiti sulle 2n rette 

(Va»4.aVa»+3«i) » (V8«+4Va«+5<*3)» ••• (V4«V4«+iOa«-i) > 
(Va^S^a) » (^4^504) » - (VanVan+i^a») > 

dunque gli altri tre punti v,t;4„^a<»an+i si troveranno pur essi in linea retta (/n- 
trod, 44). Dunque: 

Se dei 3 (2n + 1 ) punti che sono i vertici e le intersezioni delle coppie di 
lati opposti d' un poligono di 4n H- 2 lati , ve ne sono 612 + 2 situati in una 
curva di terz' ordine , anche il punto rimanente apparterrà alla medesima 
curva (*). 

28. Nel piano di una curva del terz' ordine si tirino due trasversali che seghino 
la curva nelle terne di punti (v^v^^a^), (w^w^a^). Le due rette w^a^, v^a^ incontrino 
la curva di nuovo in t&, , v,. Per v^ si tiri ad arbitrio una trasversale che seghi 



(*} Questo teorema, generalizzazione di uno notissimo dovuto a Poncelet {Introd. 45 e), mi è stato 
comunicato dal eh. prof. Bbioschi. 
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la curva in («3^403); quindi congianto w^ con Ot» si ottenga la terna {WtW^Ot)' Per 
'W^ si conduca ad arbitrio una trasversale che seghi la curva di nuovo nei punti 
w^a^t e congiunto v^ con a^, si ottenga la terza intersezione V5. Si continui colla 
stossa legge finché siansi ottenute le teme (Vf^^v^a^^^) , {wu^^WulBt%m^i)* Con- 
giungasi allora v,. con v^ e la rette cosi ottenute incontri di nuovo la curva in a,.. 
Ora , dei 6n punti v^v^ ... v,. , w^w^ •••«^s»» ^1^»— a,» , che rìsaluno dalf in- 
tersecare la cubica col sistema delle 2fi rette 

ve ne sono 6n — 3 distribuiti solle 2n — 1 rette 

epperò gli allri tre punti w^w^ja^^ saranno pure in una retta. Cioè : 

Se dei 6n punti che sono i vertici e le intenetiom détte coppie di Uui cor- 
rispondenti di due poligoni, di 2n lati ciascuno^ ve ne sono Gn — 1 situati in una 
curva di ten' ordine, anche il punto rimanente giacerà netta medesima curva (*). 



(*) Questo teorema ed il preeedente tono stati enuDciati da MdBius nel esso che la eoMea sia il 
sistema di una ooniea e di una retta [reraUgemetHefung dei PascaUcken Th&irem», Giomale di Cmllb, 
ton. 3S, BerliD i84S, p. S19). 
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SULL'EQUAZIONE DELLA CURVA PIANA ^ LUOGO GEOMETRICO 

DI UN PUNTO DAL QUALE , CONDOTTE DUE TANGENTI A DUE CIRCOLI 

DI EGUAL RAGGIO, IL LORO PRODOTTO SIA COSTANTE. 

nroTA 

DEL PROFESSOR 

BARNABA TORTOUSTI 



1! Nell'Opera periodica intilolala nouveUes Ànnales de Maihematiques par 
M^ Terqaem et Gerono lom. 7^ an. 1848 a pag. 45 si propone col n? 177 la 
risoluzione di una lai questione dal sig. W. Roberts di Dublino, e segnato con l'ana-^ 
gramma Strebor. Di più si dice, questo luogo geometrico comprende come casi par- 
ticolari r ellisse del Cassini, e le due curve luogo geometrico della projezione orto^ 
gonale del centro di una sezione conica sopra le sue tangenti. Una tal questione fu 
da me risoluta in una Nola con la data del 20 Marzo 1848 , ed inserita nel lo^ 
mo IV. della Raccolta Scientifica di Roma: aggiunsi ancora alcune ricerche sulla 
rettificazione di questa curva, e che mostrai dipendere dalle funzioni ellittiche. 
Verso la stessa data , e nel medesimo tomo 7**. degli Annali del sig Terquem si 
trova risoluta la citata questione dal sig. Legallais pag. 126. Molti anni dopo e pre- 
cisamente nel 1860 nella slessa Opera del sig. Terquem. tom. 19, pag. 248, que^ 
stione 533, si dice: Siano due circoli eguali nello stesso piano, P un punto variabile 
dal quale si conducano delle tangenti ai circoli, ed il loro prodotto sia costante: il 
luogo geometrico di questo punto è la podaire del centro di un* ellisse: (col nome 
di podaire s' intende il luogo geometrico dei piedi delle perpendicolari abbassate da 
un punlo sulle tangenti ad una curva data). Ultimamente nella stessa Opera nou- 
velles Annales nel fascicolo del mese di Maggio 1864 pag. 223, si richiama dai 
sig. Neslor Plissart l'enuncialo della questione 533, e proponendosene di darne la 
soluzione , soggiunge con le prime linee. Questo enunciato mi sembra troppo 
generale, ed io credo che questa proprietà non sia vera che in un caso particolare, 
quindi il sig. Plissart risolve la questione, e determina le condizioni onde la curva 
riesca una pedale (podaire) dal centro di una conica. Ciò sia detto soltanto per la 
parte slorica, mentre non intendo di annettere alcun rilievo sopra una questione si 
iacile ad essere risoluta, e che sotto un' aspello un poco diverso si riproponeva re- 

Tom, VI. N. 4. 22 
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cenlemenle ignorando forse, quanto sopra la citata questione si era scritto fin dal- 
l' anno 1848 nei medesimi Annali del sig. Terquem. In questo scrìtto mi propongo 
di riprendere in parte, quanto già esposi nella mia Nota pubblicata nel 1848 , e 
forse poco conosciuta, tralasciando però la maggior parte dei sviluppi, che ivi si tro- 
vano» aggiungendoci qualche ulteriore ricerca sulla rettificazione di questa curva. 

2? Sia e il raggio di uno dei due circoli 2a la distanza dei due centri, e po- 
niamo Torigine delle coordinate nel punto medio della distanza 2a , nella direzione 
della quale prenderemo 1* asse delle ascisse , ed in una retta perpendicolare 1' asse 
delle ordinate. Siano R , R' le due tangenti condotte ai punti delle due circonfe- 
renze, e per il prodotto costante potrà stabilirsi RR' = C od anche R' R'*== M. 
Ciò posto siano Xj y le coordinate di un punto qualunque, dal quale si conducano 
le due rette tangenti R, R', si avrà per le proprietà del circolo 

R»= y*4- {x 4- a)*— e* , R''^ j^+ (x — ay— (f 

d'onde per la condizione stabilita, si otterrà l'equazione 

la quale essendo di quarto grado, ci fa dedurre che la curva appartiene al quart'or- 
dine. Sviluppando la potenza ivi indicata si trova 

(a?'-f- y»)*- 2 ((a»+ c*)x'— (a'— e') jA = 6* - (a*— e")* 

Questa curva comprende come casi particolari diverse altre curve già note : cosi 
per e =: si ha 

(«•-H y')'- 2a* («*- y«) = 6*— a* 

la quale appartiene air ellisse del Cassini, ed offre come è nolo tre varietà, e per 
fr e» a si riduce alla lemniscata. Neil* equazione generale pongasi 

ò'= a* — e* , ed a >> e» 
avremo 

(a;»H- |^)«= 2 Ucf-^c^) a?*— (a*- e*) A 

Una tal* equazione appartiene alla pedale dal centro di un' iperbola sulle sue tanr 
genti. Che se supposto h^=a^ — c% sia a-^c ^ Y equazione diverrà 

(flj»+ y«)« = 2((a*4- e') a? 4- (e'— a*) A 



PURA ED APPLICATA. 171 

e la curva corrispondente è la pedale dal centro dell'ellisse sulle sue tangenti* 
Quanto si è esposto, soddisfa air enunciato della questione proposta dal sig. W. Ro« 
berts, e nello stesso tempo conosciamo la limitazione da darsi alla questione 533 , 
rimarcata dal Sig. Plissart. Per la discussione completa della curva si può vedere 
quanto io pubblicai nella citala Nota nel 1848, ed anche la risoluzione del Sig. Le- 
gallais. 

3? Come già mostrai nella mia Nota pubblicata nel 1848, la rettificazione della 
curva in questione si riporta ai trascendenti ellittici di terza specie con introdurre 
neir equazion della curva le coordinate polari: per cui ponendo per il detto sistema 
di coordinale 

x=' rcosu f y = rseiìu 

otterremo dalla sostituzione Tequazion polare 

r^— 2 (o*cos 2u -h e") r'= ò*— (a*— e*)' 
la quale risoluta darà il doppio valore 

1^= a* cos 2u -h c»-±: \/((a' cos 2u -+- (?Y 4- M— (a*— c')M 

Dalla differenziazione otteniamo ancora 

j . 4f *a* sen*M cos'tidu* 

dr ==7-x 



(o'cos2tt-f-cy-h M— (a*— e")* 
Di qui dalla formola della rettificazione As =» ^(dr*+ r'du') deduciamo 

_ v/(M-f- 4o'c') cos'ùy 

^^ ~" ^** v/((a'cos2u-f-cy-h64- (a»— c^f) 

Per la sostituzione del doppio valore di r* sotto lo slesso angolo u corrisponderanno 
due archi Sg, 8^ della nostra curva, e fatto quindi per brevità 

M'= b^-h 4aVcos'tt 
si otterrà 

1.1^ //a* cos 2u -H cV [(o* cos 2tt -H 0')*+ ^* - (a'— c')]»\ 
d..=. Mdu Y^^ (a>cos2u + c')-+M--(a-~cV ) 

1». j //«* cos 2m -h e*— [(a» cos 2u4- c*)'-f. M— (a*— c*)*J»\ 
d.,= Mdu ^ ^ (a»cos2u-hcr-Hfc*-(a»-.c«)* ^) 
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La riduzione degli ÌDlegrali ai trascendenti ellittici si riconoscerà più facilmente con 
riportarla alia somma, e differenza ds,+ ds,, d^i — ds, come già fece il Sig. Ser- 
ret per V ellisse del Cassini. A quest* oggetto ponendo 

C*=.A«-B 

e richiamando la formola algebrica 

^A-C 



^/(a.^ -)/--«./ 



e prendendo pel nostro caso 

A = a* cos 2u -I- e* * B = (a* cos 2tt + c*)*+ ò*— (a*— e")» 

C*= A*- B = (a»- e»)»— M 

si troverà a tutte riduzioni eseguite 

^,. v^{M-f- 4aV cos*u) 

d«,+ d5.*= 2* QU -TTT -^ 5 r/ i ¥7^ TTìn 

' * ^{a* cos 2tt -H e'— [(a'— e')*— M]*) 

oij i/(M4- 4aV cosali) 

d$. — a5t= a' dU -77—1 rr Z r7-5 ^.k ./t.> 

' * V^(a" cos 2u 4- e* -h [(a* — e')' — 6*]*) 

Tali sono l'espressioni alle quali giunsi nella mia citala Nola del 1848: gli inte- 
grali si presentano sotto forme diverse dipendenti dalle condizioni alle quali si tro- 
vano astrette le tre costanti a, 6, e, come si vedrà da quanto siamo per esporre. 
4? Se sia a>c^ e b^<ia* — e* la curva sarà composta di due ovali eguali , 
e simili separate fra di loro da un certo intervallo per cui se nell'equazione polare 
della curva 

r4_ 2 (a* cos 2u -h e») r* = M— (a*— cY 

si suppongono eguali i due valori di r*, i raggi vettori divengono tangenti alla curva 
e Tangolo 2ti sarà 1* angolo delle stesse tangenti condotte dal centro: sia Q quest'an- 
golo, si avrà sotto la condizione delF eguaglianza dei due valori di r* 

(a» cos 20 -4- cy = (a*— c^— M 
Fatta una tal sostituzione nelle due espressioni differenziali, ed integrando fra i li- 
miti u =^ , u==Uif 
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/#*^ *rt"— iiVsAi^ 



»^ 



^'«r 







t'( 



ci in 



= 1^ » =»!| 



»*— *«V— *A' 






'V 



ibd 



c=t,ci il 

« ■" &. « e 



«i «n 



-r«4, 



^ j^*-t- 4A» «^^ 



_ ^^y— 4«V^|-^^»*^ ^Vfrf^V. ^ 



M = »*-u 4A" «rt) *«** -f- (*»-h i«V*\sMi^ 



4n i Tiivr « 



fa i 



= •, «=^ «rt. 



<,H-f,= 



<**— Vr*j (»«-f-UVfi«*F) r-^ 4« 



J, ]l|/#*+4«V «K*«-- 4* m'S mÌ^ 



M «■ 



■ohtliM vi Mm 
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eie: infatti ponendo si pel modulo k, che per il parametro n 

.a Msen'g 4o V sen'g 

" 6*4- 4a*c'cos'& ' ^ ~" M"-h 4a'c' cos^e 
ed 

M = {6*-h 4a*c* cos*e) (1 + nsen'w) 



si dedurrà 

8 



'"^**"~' à7(^^naVcos»0) J o (1 + n sen^w) v/'(l — ^ sen'o)] 



e per la notazione di Legendre 



' a v^(6*-h 4aVcos*0) ^ ' ' " 



Riassumendo poi 1 equazione che determina cos 29 si ricaverà pel modulo, e pel pa- 
rametro 

2a'cos9 a cos*9 



e quindi 

M-H 4a»c» 



«1+ «2= 



a^sen 29 



/ e' ò' \ 

\a'cos"fl' 2a*co8 0' "' / 



Quando sia u = 9^ la somma 5^+ s^ diviene la quarta parte del perimetro S delle 
due ovali ove corrisponde ^ =: (u =s - > e quindi 



g ^ Ajb^-h 4a V) 
a^sen 29 



\a*cos*0' 2a'cos0/ 



Aggiungiamo in fine che il parametro positivo n è di forma circolare. 

6? In un modo somigliante per la differenza s, — s^ si potrà eseguire la riduzione 
ai trascendenti ellittici. Ripreso il valore dato dall'integrale come dal N^ 4, cioè 



,-..=..]-; 



o v^2c* -+- a" (cos 2u -H cos 20) 

e supfM>sto sempre a^Cf scegliamo un nuovo angolo 0, da soddisfare all'equa- 
zione 

2c*-h a* cos 29 « a* cos 20, 
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d* eade 

quindi rangc^ 9, dovn essere minore delT angolo 9, ed il Talora di s^ — f, dn- 



Tioie 



2* fi, t/(à*-4- 4aV— 4ttV senati) 



V^(eos2v + COS29J 

pure sostiUiiamo pnmilìramenle 

seo « = cos 9, sen j» 

per coi 

eoe 2v + cos 29,=: 2 006^9, eoi?^ 

^^ cos9,(cos444») 



^{i — cos*9,sen*4') 
e perciò 

_ —i Pi j, •(^-^- 4a*<^— 4aVcog*9,8en^) 

In questo integrale la sapposizione di e = poige 9,= 9. Eseguita una tal ridu- 
zione, pongasi eome si è praticato si sopra 

^ • ^ (fr^H- Wc sen*9,) ^ 

ed ai limiti ^^=-0, 4'=4'i corrisponda t^O, t = li9 e facendo inoltre 

Mcoi^g, _ 4aVcos'9, 

~ 6*-h4aV8cn^, ' *• "" ò*-h 4ttVsen«9, 

giungeremo alla nuova formola inl^;rale 

*' **"" av^(6*H-4ttV sen'9,) J « (i -+- ». «en'r) v^{l — fc"sen'l) 

la quale è un trascendente ellittico di terza qiecie di modulo à<CÌ9 e di para- 
metro «X di forma eireolare, e per le notazioni di Legendre si potrà scrivere 

^'-^-='vJ Ì^H-4aVsen'9,) °<^-^^^ 



176 ANNALI DI MATEMATICA 

Quando fosse e == il parametro n, si annulla, ed il modulo h diviene complemen- 
tario del precedente modulo k, come già si conosce nell'ellisse del Cassini: del re- 
sto il modulo A , ed il parametro n^ si possono pur far dipendere dall' angolo 29 
delle tangenti sortite dal centro della curva; infatti dall'equazione 

a* co«*d,= c*-f- a* cos*0 
si ricaverà 

, . ft* (c*-+- a* cOs*9) 



ii.= 



a» (6*-+- 4c*{a" sen'O— e») ) 
4c» (e* -h a' cos*5) 



' ò* -4- 4c» (a' sen'e - e*) 

che se nelli precedenti integrali sia e s= e 6 = a, rappresenteranno essi il peri' 
metro della Lemniscata. 

7? Quando si supponga a^c^ e b*>a* — e* la curva sarà composta di una 
sola ovale e dovrà scegliersi il valore di «, come ai N! 3, cioè 

d,.= Md« . //g'cos 2u -f- c'H- ( (,■ CCS 2u + Q'-H M- (a'- c')V\ 
' V \ (a' cos 2u -H e*)* 4- M— (a — cy / 

Per ottenere in questo caso un'altro arco s^ compreso fra due raggi vettori condotti 
perpendicolarmente uno all' asse delle Xy e V altro al raggio r converrà sostituire 
90®+ u invece di u il che porge. 

d..= M.d« . //c--«'cos 2u + ((c'-a;cos2u)V M--(a'-c')')>V 

ed ove 

M,= M-f- 4aVsen*tt 

Per limitarci ad un caso parlicolare sia e ==» la curva si riduce all' ellisse del 
Cassini, risultante da una sola ovale , ed integrando fra i limiti u = , ti == u, 
avremo i due integrali esprimenti i valori degli archi «,, s^ vale a dire 



= f^AM v/(«'<^Q « ^" -+• •i^^— fl^8en'2ti)) 

%/ o 



V^(M — a^ sen'2ti) 



j,= pòMtt 



^( — g* cos 2tt -4- v /(ft^— g^ sen*2u) ) 
^(b^— g^ sen'2u) 
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sotto la condizione di ò >- a potrà farsi per la scelta di un'angolo 

a*= ysen 20 , a^= ò^sen* 20 

« di due integrali si ridurranno ai trascendenti ellittici di prima specie come già da 
lungo tempo fu indicato dal sig. A. Serret nel giornale del Sig. Liouviile. 

8? Aggiungerò alle precedenti ricerche 1* indicazione di un'altro problema , che 
lo trovo trascritto da lungo tempo, e del quale l'enunciato sarà stato forse desunto 
dai medesimi NouveUes Annales de$ Malh. cioè il luogo geometrico di un punto 
tale dal quale condotte due rette» che incontrino due circonferenze di egual raggio 
in modo da sottendere angoli retti ai loro centri, il prodotto delle due dette rette 
sia costante. 

Chiamando come sopra 2a la distanza dei centri di due circoli di egual rag- 
gio e con 1* origine al punto di mezzo, e notando con R, R' le due rette che par- 
tendo dal punto M incontrano le due circonferenze sottendendo angoli retti ai loro 
eentri, è evidente che ciascuna delle due rette R, R' incontrerà in due punti le 
circonferenze dei due circoli, quindi se con R s'intende la retta che comprende an- 
che la corda corrispondente all'angolo retto, si avrà per T altra R — e ^2, quindi 
per le proprietà del circolo 

R (R — cv'2) = j^4- (a -^ x^—i^ 
Nella stessa guisa pel* la retta R' si avrà 

R' (R'- e 1^2) = y^-h (a - «)•— à 
Risolvendo le due equazioni di 2® grado col prendere il segno -+• si troverà 

R y/'2 = e 4- \/U {a"-+- af-h^) — c*-H Aax\ 

Ry2 = e -^ \/U (a"4- a?-h y*) - c«— Aax\ 

Ora per la condizione del problema il prodotto (ielle due rette dovrà essere costante 
e ponendo adunque RR-^a^', e di più 

A = 2(a*-f-a;*-f-j^)~c» 
otterremo 

26^= c»+y/^o" (A +. iax)^ -»- y/(c» (A — \ax)\ -h v/(a'- 16 aV) 

Tom. VL R. 4. 23 
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Facendo inoltre 

2è^— <^»f, <?(A+4ii«) — «, 

?(A — 4fl») = r, A»— i6fly=« 
fi ayrA 

f ss ^tl + ^9 + ^10 

U grado di quest'equazione si ricoooseerà con renderìa nzimiale: cosi trasportando 
nel primo membro ^Wy ed elevando al quadrato si ha 

s*4- w — 1« — » « a (^uv 4- « ^w) 
ove sostituendo i valori di ti» v, «, $ diverrà 

(2y— c^«4- A«— 16oV- 2Ac» = 4^ ^(A«— i6(^a?) 
e r irrazionalità sarà tolta con elevara nuovamente al quadrato, cioè 

l(V^—e)^^ A*- 16aV-^ 2Ac»Y— 16Ò* (A«— i6aV) 

Sostituendo infine il valore di A» ed eseguendo i sviluppi richiesti, si vedrà che 
l'equazione ascende ali* ottavo grado rapporto alle coordinate x^yìì che per brovità 
ci dispensiamo di ritrovare. La curva adunque appartiene all'ottavo ordine. 
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RIVISTA IIILItGRAnCA 



SULLA TEORIA DELLE CORKHE. 



Cmasus = Dàermmatùm dm uombre da tedkm cnnifiigi 91» dokmtU kmdmt 
cmq eoturbes daiméet d'ardre qMdeoMfite, cm miitfairt à dhenet mtint CM» 
ditiaiu (Comptes rendas, i« iéyrier 1864). — C mU twUkm de$ emdfna fui 
miisfinU à eimq eomdùkms, Nombre des anhiftom dmu dbayif fi t es iiam (€. r« 
15 féTiier). — Sfstémet de eomgiief gì» oomjmiiI des eomgiief dmméet joiu 
des amgUs dommés, em stms des a»^es imdéiermÌMés,mais dami Us èisseetriees 
orni des directùms dtmnées (C. r. 7 man). — Qmsidénaicms smr ìa wkéAode 
gémérale exposée dans ìa séamee dm 15 féwrier. Différemees etUre eetie r rn M iod e 
et ìa méihode amaìiftique, Froeédés géméraux de dénumsiratica (C. r. 87 yaàa^ 
4 el 18 jaillel). — Qtiestions dans ksqu^es U y a ìieu de lentr cemtpte des 
fanUs singuUers des cawrbes d'ordre supériewr. Formaìes gèmércles cm ap remBOi 
ìa soìtaion de Umies ìes questùms rdalives omx coniques (€. r. l^^ aoèl ). — 
Qaestìons dans ìesqadies entreni des eondidùns muìtipies, tdies que des eo»- 
ditions de doMe cantatìt <m de cmuut d'ordre supérìemr (C r. 22 toùl). 

1. 

Data una serie di coniche soggette a quattro condizioni comuni» della quale si 
sappia che fi coniche passano per an ponto dato ad arbitrio» si cerchi U numero 
delle coniche tangenti ad una retla data. U metodo che sembra essersi pel primo 
offerto ai geometri per risolvere questo problema» è il seguente (*): 

Si fissi un ponto o nella retta data; le rette polari di o rispetto alle coniche 
della serie formano una curva di classe fi, le tangenti della quale inconlreranno le 
coniche corrispondenti nei punti in cui queste sono toccate da rette passanti per o. 



n Giornale di LiooTiui, aprile iS6i, p. 117.— /ji<nNfi»ioji« ad «m teoria geometrica deUe 
€WVe pUme, 83. 
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Quindi il luogo di quesli punti è una curva d'ordine 3/x, che passa /x volte per a. 
Le 2 fi rimanenti intersezioni di questa curva colla retta data sono i punti in cui 
questa tocca altrettante coniche della serie: epperò 2ft è il numero domandato. 

Ma che cosa è veramente il numero 2(1 trovato in questa maniera? Esso è il 
numero delle coniche della serie per le quali i due punti d*intersezione colla retta 
data coincidono. Ora quei due punti coincidono non solamente quando vi ha un'ef- 
fettiva conica tangente alla retta data, ma anche qualora la conica sia un pajo di 
punti : perchè in tal caso la conica, risguardata come Ztio^o^ si riduce ad una retta 
contata due volte , epperò le due intersezioni colla retta data coincidono in un solo 
punto. 

E si noti che, siccome basta sodisfare ad una sola condizione affinché una 
curva di seconda classe sia dotata di tangente doppia, cosi una serie di coniche con- 
terrà in generale un certo numero di sistemi di due punti, ossia di due rette coin- 
cìdenti fconiques infiniment aplaties). 

Bisogna adunque introdurre la considerazione di queste coniche eccezionali , se 
si vuole arrivare alla vera soluzione del problema. Quando una conica è una retta 
contata due volte, con questa retta coincide la polare di qualsivoglia punto o; per* 
ciò la retta medesima farà parte del luogo d*ordine 3fx sopra accennato. Prescindendo 
dai sistemi di due punti, il cui numero supporremo essere p, Tordine del luogo 
dei punti di contatto delle coniche della serie colle tangenti per o , sarà 3p — p; 
e per conseguenza il numero v delle coniche toccate dalla retta data è 

V = 2/ùi — p^ 

Il numero p dipende dalla natura delle quattro condizioni comuni alle quali so- 
disfanno le coniche della serie, e può avere diversi valori per diverse serie, benché 
dello stesso indice fx (Per es. si le coniche circoscritte ad un triangolo e tangenti 
ad une retta, che le coniche inscritte in un quadrilatero, formano una serie d*indice 
fx = 2; ma nel primo caso si ha p = , e nel secondo |> = 3). Questi numeri [x^p, 
dei quali è funzione v , sono indipendenti fra loro ed entrambi necessari per la de^ 
finizione della serie : la quale vuol dunque essere designata non col solo indice fi , 
ma «oi due numeri {i e p, quando nella ricerca delle coniche sodisfacenti ad una 
quinta condizione data, si vogliano escluse le soluzioni corrispondenti a sistemi di 
due rette coincidenti. 

Correlativamente : una serie di coniche contiene in generale un certo numero di 
coppie di rette (non coincidenti). Una conica qualunque della serie è toccata da due 
rette concorrenti in un punto dato •* e se queste due rette coincidono, se ne conclude 
che la conica passa pel punto dato. Ma la coincidenza avviene anche , qualunque 
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sia il punlo dalo, se la conica è dolala di punlo doppio. Donqne, se v è il nu* 
mero delle coniche della serie che toccano una rella dala ad arbilrio, e se g è il 
namero dei sistemi di due relle incrociale (numeri mediante i quali la serie può 
essere definita) , il numero /x delle coniche effettive della serie che passano per un 
ponto dato sarà 

|ùi = 2v — q, 

I numeri fi^ v, p, q essendo fra loro legali da due equazioni lineari, due qualun- 
que di essi possono servire come caratteristiche indipendenti per designare la serie. 
£ naturale di adottare due carallerisliche che si corrispondano correlativamente, co- 
me /x, V ; e cosi appunto ha fatto il sig. Gbasles che primo ha veduta la necessità 
di definire una serie per mezzo di due variabili indipendenti. Allora le due equa- 
zioni superiori daranno 

|) = 8|x — V, g = 2v.— fx, 

cioè faranno conoscere quante coppie di punii è quante coppie di rette (cioè quante 
coniche con tangente doppia , e quante coniche con punlo doppio) esistano in una 
serie, le caratteristiche della quale siano /x , v : cioè in una serie tale che per un 
punto arbitrario passino fx coniche della medesima, ed una retta qualunque ne toc- 
chi V. 

2. 

Le memorie del sig Chasles contengono un grandissimo numero di teoremi che 
conducono spontaneamente alla soluzione del problema: quante coniche di una serie 
{fi, v) sodisfanno ad una data condizione? Ecco qualche esempio. 

Teorema, Il luogo di un punlo la cui polare relativa ad una conica di una serie 
(fx, y) coincida colla rella polare dello slesso punlo rispello ad una curva €« d*or- 
dine m, è una curva d*ordine/x(m — 1) -f- v. 

DimostraTàone, Sia L una trasversale arbitraria, ed x un punlo qualunque di L. 
La rella polare di x rispcllo a C^ avrà i suoi poli relativi alle coniche della serie, 
situati in una curva d'ordine v segante L in v punti x'. Se invece si prende ad ar- 
bitrio in L un punlo x\ le relle polari di x' rispello alle coniche formano una curva 
della classe /x, che ha|UL(m — 1) tangenti comuni colla curva di classe m — 1 in- 
viluppala dalle relle polari dei punii di L relative a C^ (Introd. 81 a). Queste tan- 
genti determinano in L allrettanli punii x. Per tal modo ad un punlo x corrispon- 
dono V punii x\ mentre ad un punlo x' corrispondono fi(m — 1) punti x. Quindi L 
conterrà /x (m— 1) -f-v punti x coincidenti con uno de* corrispondenti «': cioè que- 
sto numero esprime l'ordine del luogo di cui si tratta. 
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Se C bj «I fmmo — I t iyl o irroado r» « te L pam per •» le ielle pofafi 
élfwmk ftmtA nkàite t C iBTOappMO nn corra ^ daMe ai — r(AtfrW.8ib); 
f0ÌiNÌi # liea 1009» il fi{r — i) uuenenom ed ìvofp eoUa ùiiunifaj cioè per o 
piifaM ft (r — i) reni diel hwgo. fi poi facUe Tevere che le laB^eati M lao^i ia o 
iOM> le rette coftitoeali le prime polari ( rdalive ai fascio deOe r laa^mi ^ C ) 
Mie fL rette che loeeaiio in o ìe fi tùakke che paftano per qoeslo pasto. Ond'è 
che^ fé orni medetima retta loeea $ raoù di C, eaea loedierà /i (5 — i) rami del 
hMfO (Imrad. 73 a). 

Se la irafrerfale L pasta pel ponto moltiplo o ed ivi tocca a rami di G.» le 
felle polari de' ponti di L in?iloppano ona corra della classe m — (r + i) (/i»- 
Md* fi e (^) ) f epperò rappresenta in qoesto caso fd- interseiioni deOa retta L 
eoi 10000. 

IN qtii segue (^*) cbe, oltre ad » il lo<^ e la conra C. hanno 

m|>(m — 1) H-»]—'m[»' (»•—*)-*-»— i] 

ponti eomoniy il qoal nomerò eqoiTale a fcn + vm; ove con n si indichi la classe 
di Cm« Ora f i ponti ove il luogo é segato da G» sono cTÌdentemente quelli ove 
qoest' oltima eorva é toccala da coniche della data serie; donqoe : 

In una uerìe {fif v) vi sono ftn -hvm coniche che toccano una data curva d'or- 
dine m e di daue n. 

Teorema» Il loogo di on ponto x tale che la normale in qoesto ad ona delle 
coniche d'una serie (/x , v) che vi passano , e la retta polare di x rispetto ad ona 
corva Cm d' ordine m» si taglino sopra ona retta ^a»9L D, è ona corva dell'ordine 
(m -♦- 1) f* -h V. 

Dimoitraùone. Sia L una trasversale arhitraria. Preso in D on punto qualun- 
que Of per esso passano (*^) 2ax + v rette che sono normali ad altretlanle coniche 
della serie» in punti di L; e le rette polari dei piedi di queste normali, rispetto a 
Cm» incontrano D in 2/x + v punti a'. Invece in un punto arbitrario a' di D s* in- 
crociano le rette polari (relative a Gj di m — 1 punii di L (le intersezioni di L colla 
prima poltre di a'), pei quali passano /x (m — 1) coniche della serie; e le normali 



(*} Nel pano qui eitato deir Introduzione ti deve leggere (n — i)" r— D— 1 edn — (r-f-l) ìd 
luogo di (n — 1} — (f — i) — (« — I) ed n — (r + « — 1). 

(##) Se un punto è multiplo lecondo r per una curva e multiplo secondo /xr* per un' altra curva; 
• if una fteiM retto tocca in quel punto i rami della prima curva e /o* rami delia seéonda , avendo 
Ivi f -f I punii riuniti in comune colla prima e /a (1^+ i; comuni colla seconda ; in queste ipotesi, o 
equivarrà a /a {rt*'^ $') /a (rr*+ $) intersezioni delle due curve, secondo che sia «' < « od «' > «. 

(#•*) Perchè le normali alle coniche d*una serie (/a , ») nei punti ove queste sono segate da ona 
Ntta data inviluppano una curva della elaase 3/a «f y. 
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a queste nei punti medesimi determineranno in D lo stesso numero /x (m — 1) di 
punti a. Dunque L contiene 2fi-hv-f.f*(m — l) = (fin-l)fi + v punti del 
luogo cercato : come si doveva dimostrare. 

L* ordine del luogo si può stabilire anche osservando che esso passa fx volte per 
ciascuno de' punti in cui D sega 0^» e passa inoltre pei /x -f- v punti in cui D ta- 
glia ad angolo retto altrettante coniche della serie {^). 

Se Gm ha r rami incrociati in un punto o , e se la trasversale L passa per que- 
sto punto, la prima polare di a! avrà in o un punto (r — 1^'% epperò segherà L 
in altri m — r punti soltanto; d*onde segue che o terrà le veci di /x (r — 1) in- 
tersezioni del luogo colla trasversale: cioè il luogo avrà in o un punto multiplo se- 
condo fi{r — 1). Anche qui è manifesto che le tangenti in o ai ii{r — 1) rami del 
luogo sono le tangeùti alle prime polari (relative a G^) dei fi punti in cui D è se- 
gata dalle normali (in o) alle fi coniche che passano per o. Per conseguenza, se Q» 
ha s rami toccali in o da una stessa retta^ questa toccherà s — 1 rami d'ogni prima 
polare, cioè /x(s — 1) rami del luogo. 

Se la trasversale L tocca in o uno o più rami di C«, essa incontrerà la prima 
polare d*ogni punto a' in altri m — r — 1 punti : epperò L avrà col luogo /ir punti 
comuni riuniti in o. 

Da tutto ciò segue che, oltre ad o, il luogo avrà 

m [(m -+- 1) /* -*- v] — f* [r (r — 1) H- « — 1] 

punti comuni con C^: fra i quali punti sono comprese anche le intersezioni di €«, 
con D, ciascuna contata /x volte. Messe queste da parte, ì rimanenti 

mv -f- [m*— r{r — 1) — (» — 1)] /x ossia mv -f- (m -H n)fi 

(ove n è la classe di G^) saranno i punti ove G^ è incontrata sotto angolo retto 
da altrettante coniche della serie. Dunque: 

In una serie (|x, v) vi sono ii{m 'h n) -f- vm coniche che incontrano sotto an^ 
goh retto (ovvero sotto un qualunque angolo dato di grandetta e di senso) una 
data curva d'ordine m e di classe n. 

3. 

In tutti i teoremi del aig. Ghasles si osserva questa importantissima proprietà, 
che U numero delle coniche d' una serie (/x , v) che sodisfanno ad una data condi- 



(*) Perchè le tangenti condotte alle coniche d* una serie {^ v) n«^ punti ia coi questa ineonlraiio 
una retta data hitiluppano una corra della cdasie /* -^ v. 
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xioue à sempre espresso da un binomio della forma o^ -h |^ , ove a, fi sodo namerì 
indipendenii da fx, Vf ano de'qaali paò anche essere zero. A questo binomio l' ilio- 
sire geometra dà il nome di modulo della condizione proposta. 

Ciò premesso, ecco in qnal modo egli risohe i dae problemi generali: 

Trovare le caraUeristiehe della serie formata daUe conidte soggette a quaiiro 
condi%iùm, i moduli dette guaU giano daH; 

Trovare il numero delle coniche che sodisfanno a cinque cenditioni, delle quali 
i moduli sono dati. 

Ben inteso le condizioni in discorso s*intendono affatto indipendenti fra loro. 

Innanzi totlo notiamo che» se le quattro condizioni comani consistono nel passare 
per pwiti dati e toccare rette date, le caratteristiche della serie sono conosciate (*). 
Per es. se le coniche passano per quattro punii dati, le caratteristiche sono /x « 1 , 
v«i2, e se le coniche passano per tre punti e toccano una retta, le caratteristiche 
sono fAs=s 2, V ss 4. Ciò si esprime scrivendo: 

(4i>)=(l,2) , (3|i,lr)s(2,4). 

Ed inoltre si ha: 

(2|>, 2r) s (4, 4) , (Ip, 3r) = (4, 2) , (4r) = (2, 1). 

Ora, se di una condizione, che indicheremo col simbolo Z, si conosce il mo- 
dulo o^ -H |3v, ciò vuol dire che afi~\-fiv coniche della serie (/x, v) sodisfanno a quella: 
dunque il numero delle coniche della serie (4p) sodisfacenti alla condizione mede- 
sima sarà a-f- 2^: la qual cosa si esprime cosi: 

N(4p,Z)»« + 2^. 
Ed analogamente: 

N (3|>,lr,Z) = 2« -+- 4P , N (2|),2r,Z) = 4« -*- 4^, 

N(l|>,3r, Z) = 4« -h 2p , N (4r,Z) = 2«-f-p. 

Ciò torna a dire che le coniche passanti per Ire punti e sodisfacenti alla condi- 
zione Z formano una serie le cui caratteristiche sono « -f- 2^ e 2a -f- 40 : proprietà 
la cui espressione simbolica sarà la seguente: 

(3|>,Z) 3 (« -4- 20, 2« H- 40). 



(*) ADDalì di Mataiiuitiei, t. V, p. S30. 
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Analogamente : 

(2p, Ir, Z) = (2« -f- 4P, 4« -+- 4^) • 

(Ip, 2r, Z) = (4« -4- 4P, 4« -f- 2P) , 
(3r, Z) = (4a -+- 2p, 2a -f- P). 

Sia ora «ifx + ^.v il simbolo di una nuova condizione Zi; il numero delle co- 
niche della serie (3|), Z) sodisfacenti alla medesima sarà 

«, (a + 2p) ^- p, (2« -h 4P) , 
ossia: 

N {Zp, Z, Z.) = «t.4- 2 («p.-f- a,p) 4- 4PP, , 

ed analogamente: 

N (2p, Ir, Z, Z.) = 2««.-f. 4 (ap.-+- «.P) -f- 4pp. , 

N (ip, 2r, Z, Z.) = 4«x.-h 4 («p,-+- «,P) -f- 2pp. , 

N (3r, Z, Z.) = 4««,+ 2 («p.+ «.P) + PP, . 
Donde segue: 

(2|),Z,Z.) = («t. -f- 2 («p,-f. «,P) + 4Pp„ 2««,-h 4 («p,-+- «,P) -h4pp.) , 

(l|>,lr,Z,Z.) ={2aa,^ 4 («P.4. «,P) + 4pp., 4««.4- 4 («P,-+- «.P) -h 2pp.) , 

(2r,Z,ZJ = (4««,4- 4 («P,4- «,P) + 2pp„ 4«x.-+- 2 («p.H- «.P) + pp,). 

Assunta ora una condizione Z, il cui modulo sia ^ -H Ps^ , il numero delle co- 
niche delhi serie (2p,Z,Z|) sodisfacenti alla nuova condizione sarà 

«, { ««,4- 2 (ap.+ «.P) -f- 4PP, J 4- P. { 2«a,4- 4(«p.4- «.P) H- 4PP. J , 
ciò che si esprime cosi: 

N (2|),Z,Z„Z,) - ««.a.-h 2 (a«,p.+ «,«^ + o^,) ^ 4 («P.P,-.. «,p,p+ «J3P.) ^ 4PP,P,» 
e similmente : 
N(l|>,lr,Z,Z„Z.)-.2««,«,+ 4 («k,P,+«,«,P + a,«p,) + 4(«p,P,+«,p^-*-aJ3p,) +2pp,p., 

N(2r,Z,Z.,Z,) - 4a«,a.+ 4 (««.Ps+«,«,|3+a,«p,)+2(«P,p.-h«,P,P+«^i)4- PP.Pi ; 
Tom. VI. N. 4. 24 
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epperò: 

2«4«,+ 42a«^,^ 42a^ A-+- 2flP.P.), 
(ir,Z^,A) = (2««A-h 42a«^,4. 42-PA-H 2flPAt 

Di qui, assoDU noa qoarU eoodiiioDe Z3 yil coi modulo sia a^gt -f ^v, si riea- 
veranDO i nameri N(l|i»Z, Z, » Z,» Z3) e N(ir, Z, Zj, Z,, Z^)» i qoali altro non 
SODO ebe le caraltemlidie della serie formata dalle eoniche ebe fiodisfonno alle quat- 
tro eondizioiii TLJJLz* Doiiqiie 

(ZZ.Z^ = («,«a4- a2«t,«A-+- 42«,ftP3-^ 42«?^A^- appAfe » 

2«i«««^+ 42ca,a,P3-4- 42a«J5A+ ^2»^,^^+ PP^A)- 

E finalmente, se a^fi + P4y è U modulo di ona qointa eoodiaioDe Z49 il numero 
delle eoniebe sodisfacenti alle cinque condinoni TLJaJJL^ sarà 

N (ZZ.Z^3ZJ = ««««aVi + 22a«,a,a,P4-H KJ^MSL.aJ^^ 

-h 42«t.PAP»-H 22«P^ A?4+ PP AW4 • 

Cosi sono risolati i doe problemi proposti. 

Esempi. La condizione di toccare una corra d'ordine p e di classe « ba per 
modolo ofi + P»; dunque la formola ora troyata pel N (ZZ^Z^Z^ZJ dà fl numero 
delle conicbe tangenti a cinque curre date i cui ordini siano P> Pi» Pa» Pi» P4 e le 

dMM «♦«i»««»«t»«4- 

La condizione di tagliare sotto angolo dato (in grandezza ed in senso) una curva 
d'ordine P e di classe « ba per modulo fi (a +p) + np^oode se nella formola an- 
zidetta si pone a + P» «1+ P, »•••• in la<^ di «, a,,.... si otterrà il numero delle 
conidie ebe incontrano sotto angoli dati cinque curve date. 



A quel modo ebe una serie di conicbe sodisfacenti a quattro condizioni comuni 
è definita con due caratterisUcbe fx, y, esprimenti il numero delle conicbe della se* 
rie ebe passano per un punto o toccano una retta; cosi un sistema di coniche sog- 
gette a Ire condizioni potrà essere rappresentato per mezzo di tre numeri ì, fx, v il 
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tai significato sia: 

N (ap, 3Z) = X , N{ìp, Ir, 3Z) =f* , N(2r, 3Z) = v , 

ove 3Z è il simbolo delle tre condizioni. 

In virtù della formola trovata sopra pel numero delle coniche che sodisfanno a 
cinque condisioni date, avremo 

X = A-H-2B-I-4CH-4D, 
fi = 2A+ 4B4-4C-4-2D, 

V = 4A -h 4B 4- 2C -h D , 

ove si è posto per brevità: 

essendo («i,^,)* (a»9^a)» {«ìì M ^ parametri dei moduli delle tre condizioni Z. 

Sia poi W il simbolo di una condizione doppia (doppio contatto, contatto tri- 
punto, ecc.), e pongasi: 

{2p, W) = («, y) , {ip, Ir, W) = (y, %) , (2r, W) = (», u). 

Introducendo successivamente in questa serie le condizioni Zg , Z, , Z3 col suesposto 
metodo del sig. Gbasles, si trova subito 



Pongasi 
ossia : 



N (3Z, W) = «A -*- yB -h «C 4- uD. 

a;A + yB + 2 C + uD = aX -+- V 4- 6v , 

Il + 26 + 4c » a; » 

2a -h 4ò -h 4c = y , 

4a 4- 4ft 4- 2c = a; , 

4a4-26 4-c = u; 

ne segue fra x, y, z, u la relazione 

2x — 3y 4- 3z ^ 2tt = , 
e per a^bfC i valori: 

4a»2tt— z, 4c»2a; — y, 

66a 7y — 6a?— 2zs 7z~ 6tt — 2y. 
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Ne* casi speciali, data la condizione W , si cercherà di determinare i numeri 
Xf y, %9 Uf coi quali si formeranno i valori di ci, 6, e, e quindi si otterrà il numero 

N (3Z, W) = oX -f- 6fi -4- cv 

delle coniche che sodisfanno ad una condizione doppia ed a tre semplici. 

Cosi si possono calcolare le caratteristiche ^, iiy v per un sistema di coniche 
(Z, W) sodisfacenti ad una condizione doppia e ad una semplice ; indi collo stesso 
metodo si potrà introdurre una nuova condizione doppia W, e si otterranno le due 
caratteristiche della serie (W, W), od anche il numero (Z, W, W) delle coniche 
soggette a due condizioni doppie e ad una semplice. 

Esempi. 1? La condizione doppia W consista nel dovere le coniche toccare in 
un punto dato una retta data. In questo caso si ha evidentemente 

aj = l , yt=3 2, »=2 , tt = 1 , 
quindi 

= 0, 2Ò = 1, c = 0, 
e per conseguenza 

cioè : 

n numero delle coniche di un sistema (X, /x, v) che toccano una retta data in 
un punto dato è ^ fi. 

2? La condizione doppia W consista in due contatti ordinari con due curve 
VyY' i cui ordini siano m, m' e le classi n> n'. In virtù di una nota trasforma- 
zione (*), il numero x delle coniche passanti per tre punti e tangenti alle due cur^ 
ve \f y è eguale a quello delle tangenti comuni a due curve di classi 

2fii 4- n , 2m' + ti' ; 
dunque 

X « (2iii -+- n) (2m' -h n'). 

Il numero delle coniche infiniment apUuies nella serie (2|>, V, V) è (**) 

2aj — y = 4mm', 
quindi 

y = 4mm' -h 4 (mn' 4- m'n) -+• 2nn'. 



(') Bbltbami, Intorno aUe coniche di nove punti (Mem. deU*Aeead. di Bologna, serie 3*, tom. S*, 
pag. 890; 1863). 

C*) Giornale di Bfatematiehe, t. 3% Napoli 1864, pag. IS. 
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I numeri 2, u sono correlativi di y, x, dunque: 

% ss 4nn' -4- 4 (mn' 4- m'n) ■+• 2inm', 

tt =- (2» -+- m) (2n' -h m'). 

Ne segue : 

a = im' , 6 = mn' -+- m'n , e = mm' , 
epperò: 

iZ numero delle coniche del sistema (X; /x, v) c^ toccano cfuc curve date d'or- 
dini m,m' e di classi n,n' è 

hin' + Il (mn' + m^n) H- vmm', 

3? Il simbolo W ora esprima la condizione di un doppio contatto con una 
curva W d'ordine m, di classe n, dotata di d punti doppi, t tangenti doppie, r re- 
gressi ed i flessi. In virlù della citata trasformazione, il numero x delle coniche 
passanti per tre punti e doppiamente tangenti a W è eguale al numero delle tan- 
genti doppie di una curva d'ordine 2m, avente r regressi, e d punti doppi oltre a 
tre punti {my"^ cioè d + 1 m (m — 1) punti doppi. La classe di |questa curva ò 
2m •+' n , quindi il numero delle sue tangenti doppie sarà dato dalla equazione 

2x = 2d -h 3m (m — 1) •+• n (4m h- n — 9). 

II numero delle coniche infiniment apUuies nella serie (2|),W) è evidentemente 

2aj — y = 2m (m — 1), 
quindi 

yc=2d-|-m(m — 1) H-n(4m-^n — 9). 
E correlativamente; 

a; = 2< 4- n{n — 1) + m (4n -4- m — 9), 

2tt = 2< + 3n (n — 1) + m (4n -h m — 9). 
Formando poi i valori di a,by e: 

a^= ^n (nv— 1) , e = ^m {m — 1) , 

8Ò= 8mn — (m*-i- n») — 7 (m -h n) 4- 2 (d + f) . 
ossia per le formole di Plììckbr: 

Sb = 8mn — 9 (m 4- n) — 3 (r -f- 1) , 
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si conclùderà : 

n numero deUe coniche del sistema (X , /x, v) che hanno doppio contatto con 
una curva d'ordine m e di classe n, dotata di r cuspidi e di i flessi, è 

1 n(n — l)X-h^} Smn — 9(m-f- n)— 3 {r^-hi)] fi-h| m (m — 1) v. 

4? La condizione doppia consista in un contatto Iripunto colla curva W. II 
numero x sarà in questo caso eguale al numero delle tangenti stazionarie della curva 
(accennala nell'esempio prcóedénle) dWdine 2m e ài classe 2m-hn eoo r cuspidi. 
Dunque 

X ^Zn-hr. 

La serie {2pf W) non contiene^ in questo casO) coniche consistenti in un pajo 
di punti, epperò 

2a: — y — , 

donde 

y = 2(3»H-r); 
e correlativamente i 

i » 2 (dm + f) j 

tt = dm -f- f . 
Di qui si deducono per tt, ft, e i Talorii 

a = , 6 = |(3iiH- ») = |(3ii 4- r) , e = Ò, 

e per conseguenza: 

n numero delle coniche del sistema (X, /x, y) che hanno un contatto iripunto 
con una data curva d'ordine m con i flessi (ovvero di classe n con r cuspidi) è 
I (dm + t) /* ovvero } (3n 4- r) fi.». (*). 

Bologna, novembre 1864. 

L. Cremona. 

C) Gomptes rendiu , 7 nofembre 1864, p. 779. 
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FORMOLE RELATIVE AD UN PENTAGONO 
ISCRITTO AL CIRCOLO. 



1? Nel n'*. 1^. di questo tomo raccolsi alcune forinole per il quadrilatero iscritto 
al circolo : le grandezze geometriche alle quali si riferiscono tali formole , sono i 
quattro lati del quadrilatero , il raggio del circolo circoscritto le diagonali, e la su^ 
perficie: veniamo ora brevemente ad indicare qualche formola somigliante pel pen- 
tagono. 

2? Sia adunque il pentagono iscritto al circolo di lati 
consecutivi a, b, e, dy e, si conducano da uno qualunque 
degli angoli A le diagonali AD = ^ , AC = ^. Ora la 
AC = k sarà pure diagonale del quadrilatero a^ b, e, h, 
come la h, sarà la diagonale de) quadrilatero k, e, d, e, 
quindi per le formole riportale nel precedente citato ar- 
ticolo, avremo per i quadrati di una qualunque delle due 
diagonali di un quadrilatero iscritto la circolo 




/^•= 



{ah H- bc) {ac 4- bh) 
ab-h eh 



fc'== 



(ke 4- de) (kd 4- ce) 
kc + ed 



L'eliminazione o di ^ , o di ^ ci farà conoscere T equazione dalla quale dipende- 
ranno i valori delle diagonali in funzione dei Iati del pentagono. Cosi ordinando la 
prima equazione rispetto ad h, si ha 

abh^-h (à'c -4- b^c — cfc') h -h abe^-- abk^= 

sostituendoci in essa il solo valore di /i*, avremo dopo alcune moltiplicazioni , e ri- 
duzioni 

ab (2e(fc -h (c'-h rf'H- e') k — k^)^ (kc -h ed) (ifc*- a*- ò') h 

Elevandosi in fine al quadrato, e sostituendoci nuovamente il valore di h^, si ottiene 

a*6' (2e(fc -f- (c'-h d*H- e*) k + k^y 
^ (r~ a'— 6*)' (kc -h ed) (ke -f- de) (dk -h ce) 
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Qaesi' equazione è di seltimo grado rapporto a & e non sembra possibile un abbas- 
samenlo di grado e dalla sua risoluzione dipende il valore della diagonale k in fun- 
zione dei cinque lati del pentagono iscritto al circolo. 

3? La precedente equazione si sempli6ca notabilmente pei pentagono regolare, 
di fatti per a = b = c=sd^=e si ha primitivamente per la decomposizione in 
fattori 

a* (2a — ky (a H- ik)*= (ik*— 2o')» a' (a -h kf 
ossia 

a (2a — k)^ (o -f- ik) = (*'— 2a*)' 

Sviluppando tali potenze e prodotti si trova in fine fequazione di secondo grado 

ìf—ak^a^ 

e che porge il valore della diagonale di un pentagono regolare in funzione del lato, 
e viceversa: È facile di verificare in altri modi l'equazione fra k, ed ai cosi se 
nei valori di h*, k* del n®. 2*. sostituendo a = h= e = d = e si avrà 

ik*= a (a -f- h) fc*= aia-hk) 

le quali sono identiche per h=k, d'onde si trae Tequazione ^* — ak=a^. Di più 
quando il pentagono è regolare, la diagonale k si può considerare tanto come corda 
corrispondente all' arco triplo , quanto come corda corrispondente ali* arco doppio , 
avremo perciò le due equazioni simultanee 

r*k == 3ar*— a\ rk => a V'4r"— a* 

delle quali due si ha 

(Za - k) r'= a» , (4a*— k*) r'= a* 

moltiplicate fra di loro verrà 

4a*— /k^=(3a — /k)a 

ed infine Pequazione ridotta fra a, e ^: se si fosse eliminato il lato a invece del 
raggio r si otterrebbe V equazione fra la diagonale &, ed il raggio r del circolo cir- 
coscritto. 

4? Nel mio precedente articolo sul quadrilatero iscritto determinai il raggio in 
funzione dei quattro lati e si otteneva la formola 

, (ab-hcd) (ad-h bc) (oc -{^ bd) 

"^ (b-h c-hd — a)(o-hc-f-(i — ò)(a-+-ò-f-(i — c)(a4-6-*-c — d) 
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ove il denominatore rappresenta il quadrato del quadruplo della superficie del qua- 
drilatero: la medesima formola si trova pure dimostrata nella trigonometria del Si- 
gnor Serret, e per un qualche caso particolare si riduce ad equazioni di già note : 
cosi per a = b =^ Cf il lato d rappresenterà la corda corrispondente ali* arco triplo 
di corda a e si trova 

{Za — d) (a -h d)^ 
Volendola rivestire della forma trigonometrica basterebbe sostituire 

a = 2r sen a , d :== 2r sen 3a 

d*onde si ottiene 

sen 3a =3 3 sen a — 4 sen^a 

come è noto dalla trigonometria. 

Veniamo ad indicare quali siano Tequazioni , dalle quali dipenda il raggio del 
circolo in funzione dei cinque lati del pentagono. Ora ferme le denominazioni di so- 
pra stabilite sì vede che il pentagono si compone del quadrilatero a, b, Cy h, e del 
(riangolo di lati, h, d, e quindi per il quadrilatero iscritto avremo dallo sviluppo 
l'equazione 

r* (2aV+ 2a»c*H- 2a*tf-H 2ftV4- 2òV+ 2c*tf-+- 8 abch —a*— ò*— e*- M) 

= (oft -f- eh) (ah -hcb) (ac-h bh) 
quale ordinata rispetto ad h darà 

r»M-f- abch^-h (o*c*-h a'6»4- ft'c»— 2aV— 2òV*— 2cV) fc* 

-h abc (o*-f- b* + e' — 8r*) h 

■+■ aVc*^ 2r*o*ò»— 2rVc*- 2r»a*c*-+- (a*4- **-+- e*) r'= 

e che si potrà porre sotto la forma 

AMh- Bfc3+ a'-h Dfc -f- E = 

^ella stessa guisa pel triangolo di lati, hy e, d avremo la formola cognita 

(2e'd»-h 26^^*+ 2d»fc*- e*— d^- M) r*= c'cffc* 

ed ordinata rispetto ad hy porge 

r»fc4-H (e»d*~26»r*- 2cPr*) h*~ 2eVr'4- (e*~ d*) r*= 

Tom. VI. N. 4. 25 
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e che 8i potrà rappresentare con 

A,fe*-H C^h*^ E.= 0. 

L'eliminazione di h fra queste due equazioni di quarto grado, ci darà una nuova 
equazione fra i cinque lati del pentagono ed il raggio r del circolo circoscritto, ma 
come ognun vede una tal equazione sarà di forma molto complicata, e tralasciando 
una tal ricerca, veniamo piuttosto ad indicare altre equazioni, che potessero in qual- 
che modo semplificare la via , per giungere alla finale equazione fra i cinque lati , 
ed il raggio. 

5? Osserviamo primieramente che la seconda delle equazioni di quarto grado, è 
derivativa del secondo, risoluta rispetto ad h^^ il suo secondo membro sarà un qua-^ 
drato perfetto, e si avrà 

Quale equazione d'altronde come è noto rappresenta la proprietà del quadrila- 
tero iscritto > fra i quattro lati, e le due diagonali, e quando una di queste si con- 
fonda con il diametro. Se dunque il valore di h si sostituisca nell'equazione di 
quarto grado completa rapporto ad h si otterrà un* equazione irrazionale , che con- 
tiene i cinque lati del pentagono ed il raggio r. Possiamo ancora profittare di altre 
due equazioni contenenti la diagonale k: cosi questa diagonale ky da una parte sot- 
tende le corde, e, ^, e dall' altra le corde a, &, avremo dunque similmente 

2rk = c\(4r'— fc'-f- h V^S^*^=^ 

2rk = aV^4r»— ò"-H b V^4r*— a» 

d'onde il valor di r in funzione dei cinque lati dipenderà dall'eliminazione di h 
fra le due equazioni 

e v^4r»— tf -h h V^4r»— e* =^ a \^4r"— b'-hbVAr* ^ a» 

ahr = e V^4r'— (f-h d •4r' — e* 

Possiamo infine dedurre per qualche caso particolare dei risultati già noli : sia 
a = b = c = dt allora la corda h corrisponde all'arco triplo, e si avrebbero le 
due equazioni 

r*h = 3or"— a\ 2hr = e VAr"— ^ 4- d V^4r'~e' 

ed eliminando la h, otterremo 

6ar'— 2a'= er V^4r^— o*-+- ar V'4r"— e* 
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In questa forinola la corda e corrisponde ali* arco quadruplo, ma in essa ìnlrodu- 
cendoci gli eleoienli trigonomelrici coinciderà con 1* equazione esprimente il seno 
dell'arco triplo per il seno dell'arco semplice: infatti se pongasi a=»2rsena si 
dovrà porre e = 2rsen{180° — 4a), e divisa per 4r', si troverà 

3 sen oc — 4 sen^a = sen 4« cos « -h sen « cos (180* — 4«) 

e che si riduce ad 

3 sen « — 4 sen'a = sen 3« 



Roma 20 Agosto 1864. 

Barnaba Tortolini. 



196 ANNALI DI MATEMATICA 



SULL' ELLISSE DELLA PIÙ PICCOLA SUPERFICIE CIRCOSCRITTA 

AD UN TRIANGOLO DATO. 



1? Nel Catalogo delle dìsserlazìoni Matematiche inedite lasciale da Eulero sì 
trova alla pfigina 841 del 2° volume Insiitutiones Calcali differerUialis. Ticini 1787 
Temmciato della seguente questione « Solutio problemaiis mcudme curion, quo in- 
ter omnes eUipses quae circa dalum triangulum circumscribi possunt ea quaeritur 
cujus area sit omnium minima: » pubblicate in appresso negli atti dell'Accademia 
di Pietroburgo le menzionate dissertazioni di Eulero, si conosce pure la soluzione 
data dal medesimo del citalo problema : la quale sarà forse somigliante a quanto 
siamo per esporre. 

2? Questo problema ammette una facile risoluzione analitica , qualora si faccia 
uso di una conveniente scella di assi coordinati. A quest'oggetto siano 0'» 0", 0"' 
ì Ire punti per i quali deve passare Tellisse, e si ponga in 0' l'origine delle coor- 
dinate e nella direzione di uno dei lati 0'0''= 2p del triangolo si pi^enda V asse 
delle ascisse, e nel lato 0'0"'= 2q si prenda Tasse delle ordinate ; è evidente che 
r equazione della curva riferita a questi due assi obliqui sarà della forma 

Aa^H- %*-+- 2Cxy — 2 {Apx -h Bqy) = 

e per la successiva sostituzione di y «= » x = si ottiene per i punti d* inter- 
sezione X = 2p 9 y =: 2q, Ciò posto come è nolo i quadrali dei semiassi principali 
a y b sono dati dalle radici dell* equazione 

r*— (A -4- B -- 2C cos «) p »^-'- ij «cn'e = 

ove e rappresenta l'angolo degli assi e se si chiamino a, |3 le coordinate del centro 
deir ellisse , si avrà 

U = AB - C*, S = Apa -+. Bg/3 

quindi l'area ellittica Sg sarà 

TT S. sen e rr S . sen e 



s.^ 



vii •ab -e* 



PURA ED APPLICATA. 197 

la quale deve essere un minimo per le condizioni del problema. Di più se nell' c- 
quazione della ellisse si ponga «■+-«, J/ -h P in luogo di « , ed y e si annullino 
i coefficienti delle prime potenze di x, y si otterranno le coordinate a, |3 del cen- 
troy e si avrà 

BjpA-gC) A(^ B-pC) 

« AB — C* ' ^^ AB-C 
d*onde si trae 

_ AB (Ap V Bg'— 2Cpq) ^ M 
^- AB-C U 

ove per brevità si pone 

M = AB (Ap»-+- Bg*- 2Cpq) , 
in fine 

^ 71 M sen e tt M sen e 

^'^~^ "■ v/(AB-Cf ' 

3? La superficie Sg è funzione dei due parametri A, B, e perciò dalle condi- 
zioni del minimo si dovranno verificare l'equazioni 

, M 1 ^ 

dA • (IB " 



od anche 






dA ' dB 

Cosi eseguendo la derivazione della prima ed osservando che 

Jl = B (Ap'+ B,'- iCpq) + ABp» . g = B 

si avrà per la sostituzione del valore di M, 

2 (AB — C) (2A/-H Bg*— ^Cpq) - 3 AB (ApV Bg"— 2Cpq) = 

Eseguendo poi una somigliante derivazione rapporto a B si otterrebbe un'altra equa- 
zione simmetrica 

2 (AB - C*) (2BgV kp"— 2Cpq) - 3AB (Ap'-+- Bg»— 2Cpq) = 
La coesistenza di queste due espressioni ci conduce alla relazione Ap^^^ Bg* per 
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cui ordinando la prima rapporto a /i, e 9, olleniamo 

(A»B - 4AC*)/?*— (AB'-H 2BC)^*4- (2ABC H- AC^)pq= 
ed eliminando la A, con il valore Ap*=' Bg' si ollerrà l'equazione di secondo grado 

3,_2Cp3^2C^«^^ 

Le radici sono 

ma il primo valore solamente soddisfa al problema, mentre, neireliisse U=ÀBC — C^O: 
per la simmetria adunque, i valori di A, B saranno respeltivamcnte 

A=H^, B=?^, ed. U = 3C* 

p q 

Determinati i coefficienti A, B, si conosceranno le coordinate a , ^ del centro del- 
l' ellisse, e si trova 

3 '^ 3 

il che indica che il cenlro della minima ellisse coincide con il centro di gravità del 
triangolo iscritto; di qui si deduce 

S = A/w + 8,(3 = ^ 

ed infine per la minima area ellittica 

^ St: pq sen e 

''■ — 373" 

come per T equazione della curva si ha 

gV-+- pY-h pqxy — 2pq {qx + py) == 

Di più Tarea A, del triangolo iscritto, ed il raggio del circolo circoscritto saranno. 

. 2p.2o. sen e ^ // a . « o \ 

La risoluzione di questo problema mi fu indicata un tempo dal sig. Prof. Chelini. 

4? Eseguiamo ora qualche ulteriore sviluppo : se si chiami f 1* angolo d' incli- 
oaiione di una retta tangente ad un punto qualunque di questa ellisse, si avrà come 
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è BOIO 

CoBEMrrJMnn i pmiti O* , O", O*" per i qmlì passa il Uìangolo , a\Tcmo per il 
palo O',x = 0, f=0 



Pfer il punlo 0\ f = 0, x '= 2p, e si trova 

9en f £pg* 



sea (e — ^) 



il che fari essere e = 9 



FiDalmeole per il ponto O"*, x = 0, f = 2^, e qaindi 

9 

^ =—-—=0, cioè 9 = 



sen (£ — ^) 2 qp' 

Quesli yalon d fanno conoscere che le reUe tangenti ai tre punti 0', 0"» 0'" sono 
respettÌTamente paralleie ai lati opposti del triangolo. D Sig. iMmviUe in un hreve 
articolo pubblicalo fin dal 1842 nel suo giornale di Haiemalica» dimostra con una 
considerazione geometrica semplicissima il parallelismo delle tre tangenti » ai Ire lati 
del triangolo, dalla qoal proprietà si deduce tosto, che il centro delfellisse coincide 
con il centro di gravila del triangolo. Sostituiamo nelF equaiione della curva 
2p = 3a , 2^ = 313, si avrà 

e di più trasportiamo Torigine al centro dell'ellisse col sostituire x + «« y H- |S in- 
vece di X, y otterremo per la nuova equazione 

la quale potrà scriversi anche sotto la forma 

In • tutte le riportate equazioni i coefficienti come ognun vede dipendono da due sole 
quantità fy q, dalle due a, f3. In un'Opera del Sig. Berard stampata in Torino 
fin dal 1813 sotto il titolo Applications du Calcul differentiel si trova risoluto con 
l'analisi il medesimo problema, ed altri somiglianti. Cosi per il minimo volume eU 
fissoidico circoscrìtto ad una piramide triangolare si dimostra dal Sig. Berard , che 
il centro dell* ellissoide coincide con il centro di gravità del tetraedro , e come fa 
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osservare il Sig. Liouville nel suo cilato articolo, i piani langenli la superficie nei 

rcspeltivi quattro punti sono paralleli alle faccie opposte della piramide. 

5? Termineremo questo breve articolo col cercare Tequazione di una linea del 
secondo ordine dotala di centro scelto come origine delle coordinate, ed obbligata a 
passare per tre punti dati. L'equazione generale sarà della forma 

in qualunque sistema di assi rettilinei.Passando la linea per trej)nnti (x\y') {x'',y") (a?"',t/"') 
si verificheranno le tre equazioni 

kx^-h Bt/'*-4- 2Ca;y=K, Aa;"*-4- By"*-h- 2Caj"y"==K, Aa;"'*-+- By'"*-4- 2Cx'Y'= K 

dalle quali per mezzo dell* eliminazione si otterranno i valori dei tre coefficienti 
A, B, 2G divisi respjttivamcnte per K, e ponendo per brevità 

^ 2«,= «'"y"— i/"V', 2«,= xy"'—^x'% 2«3= t/V'~ xY 
od avremo 



A cc,yY±Ji.yY ±_^Y 

B ci^x"x'"-+- a^afx"'-+- a^x'x' 



2C [«, (xY-h yV) :+- «, (t/'g"'- h xY) -+- «3 W + yV')] 

K "" -^xW'-^ «.a;''"i/'y'V a.a:'"yt/" 

Sostituiti i valori di questi coefficienti, si avrà V equazione della curva obbligala a 
passare per i tre dati punti; di più come dall' equazione riportata al n? 2° si cono- 
sceranno gli assi principali e quindi nel caso dell* ellisse il valor della area: aggiun- 
giamo infine che le tre quantità denotate per a, , «^ , a^ esprimono nel caso degli assi 
ortogonali le aree dei triangoli che si formano col condurre dall' origine delle coordi- 
nate tre rette ai tre punti pe' quali passa la curva. 

Roma 15 Febbrajo 1865. 

Barnaba Tortolini. 



PUBBLICAZIONE RECENTE DEL SIG. GDASLES 



Traile des sections coniques faisant suite au Traile de geometrie supérieure 1. voi. 
première panie -Pam 1865. 
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DE 

CURVATURA SUPERFICIERUM 

QMJjkwsmtmojfsw» 

AUCTORB 

nWDIWAWDO mWDUIG o 



^i^>^>a>^-i^»Mta 



Constai iheoriam curvalurae superficierum non modo per se elegantissimam esse, 
sed eliam fecundissimam , quippe quae ad plura ìnsignia incremenla, quibus nostra 
aelate geometrìa sublimior aucta est, aditum aperuerit. Hoc enim e fonte Mongii in- 
yentnm celeberrimum linearum curvaturae maximae yel minìmae directionem indi- 
cautium demanavit, quod genus curvarum postea ad inlegrationem aequationis no- 
tissimae, qua in superficie secundi gradus linearum brevissimarum cursus definilur, 
Jacobi ingenio viam monstravil, nec non, quae est res gravissima, novam coordina- 
tarum speciem suppeditavit » efficacissimis artis analyticae promovendae instrumentis 
adnumerandam. Eodem fundamento innitilur doctrina nova flexionis superficierum , 
quam anlea piane ignotam Gaussius in celeberrimis disquisilionibus circa superficies 
curvas in lucem prolulil. Nam casus particularis superficierum in planum explicabi- 
lium, quamquam diu notus, tamen adeo sterilis manserat, ut ne ansam quidem quae- 
stionis generalioris attingendae alieni praebuisse videatur, donec disquisitiones 4au- 
datae veram ejus naturam patefacerent. 

Igilur quum diem semisaecularem illustrissimi astronomi quondum Dorpatensis, 
nunc Petropolitani sollenni alìqua scriptione auspicandi munus a Senatu nostro aca- 
demico mihi demandatum esset, nolui quidem meam qualemcunque operam recusare, 
sed circumspiciens maleriem, qnae et hac sollenni occasione non esset indigna et 
quam per angustum quod concessum erat temporìs spalium satis ad publicam lucem 
sustinendam maturare valerem, substiti tandem in eligendis quibusdam propositioni- 
bus theoriam curvaturae superficierum spectantibusy quas velut spicilegium in agro» 

(*) Questa Memoria fu stampata in Dorpat nel 1863 in occasione di una rioorrenia scientifica della 
quale eocone il titolo: « GuUielmi SiruvU diem semisaecularem XFIU m. Octobris celebrandttm in- 
dieit Universitas Caesarea Dorpaiensis. » Inviataci gentilmente una tal Memoria dal Ch. Autore si è 
creduto utile di riprodurla nei nostri Annali. 11 Sig. Struve mancò poi al vivi nel 23 Novembre 1864.— B. T. 

Tom. VI. W. 5. 26 
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messe jam congesta, anlehac conquisiveram. Quippe moverai animum meum cogita- 
tio : dictam doctrinam, elsi jam dudum egregie elaboralam, tamen ideo forlasse non- 
dum penilus exhaustam esse, quia geomelrae fere omnes, qui hanc rem atligerunt, 
ad conlrahendos calculos compendiis quibusdam alque arlificiis usi sint, quae licet 
raliocinits singularem brevilalem et simplicilatem conciliarent , tamen ad formulas 
analyticas generalissimas perducere non potcrant. Solus auctor disquìsitionum jam su- 
pra laudatarum valorem mensurae curvalurae in forma generalissima exhibuit, reli- 
qua tamquam ab instituto suo aliena non atligit. Igilur non supervacaneum duxi , 
Iheoriam curvaturae superficierum denuo ila rcpetere, ut demonstralionum non sim- 
plicitatem, sed formularum generalitatem spectarem omissis omnibus calculi compen- 
diis, qnae vel e forma particulari aequalionis superficiei, vel e delectu axium pe- 
tuntur. Quo conato quae pauca in lucem protrahere mibi contigit, aliquid tamen ad 
rem uberius expiicandam conferre ideoque geometrarum judicio submitti posse mihi 
visa sunt. 

Proficiscamur ab aequationibus 

u = x-i-qa 

v=^y -h qb 

w = z + qCf 

in quibus xyz repraesentant coordinatas orthogonales puncti arbitrarii in superfìcie 
siti, q longitudinem lineae normalis a dicto puncto, quod per signum {xyz) com- 
mode denotatur, ad aliud punctum (u i; w) in ipsa normali situm productae, denique 
ab e cosinus angulorum, inter directiones reclae q et axium (positivarum xyz dein- 
ceps comprehensornm. Quibus aequationibus ita differentiatis , ut argumenta uviv 
tamquam invariabilia considerentur, obtinemus: 

= dx -h qda + adq 
=z dy ^ qdb -f- bdq 

=z dz-h qdc •+• cdq ; 

quibus cum accedant relationes 

0*+ ft*-+- c*= 1 

adx -+• bdy -h cdz = 0, 

statim colligitar esse : dq = Of nec non : 

dx: dy: dz = da: db: dCf 
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qua proporiione, specie quidem duplici re vera unica constai directiones maximae et 
minimae curvaturae delerminari, quas directiones principales in sequentibus nuncu> 
pare placet. 

CS<^ideremus praeeunte auctore disquisìtionum sphaeram radio 1 circa initium 
axium descriptam, ponamusque cuilìbet superficiei puncto (xy%) respondere in sphaera 
punctum, cujus coordinatae in eodem systemate axium xy% sint deinceps abc^ ita 
ut punctum (xyz) alteri puncto {abc)y quod brevìlatis causa interdum prioria ima^ 
pinem sphaericam appellabimus per normales parallelas respondeat. Igitur lineolae 

ds =3 ^cte*-+- dy*-h d%^ inter duo puncta superficiei infinite parum distantia imago 
erit da = Vda^-i- db^-h dP. 

His positis e proportione supra stabilita protinus ìntelligitur, si ds sii elementum 
lineare in directione principali sttum, ejus imaginem da ipsi elemento ds parallelam 
esse; quae est proprietas curvarum directiones principales indicantium et notissima 
et geometrice intuenti slatim obvia. Praeterea curvatura maxima vel minima super- 

ficiei erit -r- = ±: - • 
ds q 

€k)ncipiamus aequationem superficiei datam esse in forma tf {Xyy^ %) ss Oy pona« 
musque brevitatis gralia V/ j^ -+- ^-H j^ =■ ^' ^^^^ **^ ^^ formulis exprimentur: 

1 do . ì dff 1 do 

Igitur aequationi a* -h b* Hr e* s=z i yalores quìcunque arbitrarii argumentorum 
xyz satisfaciunt, nulla relationis <p = inter ea intercedentis ralione habiU; unde 
concluditur etiam ejus differentialia partialia identice evanescere. Qua de causa sta» 
tuendo 

da =s oedx -h ^y -h yd% 
db = Jdx -H pdy -H ydt 

habemus 

Off H- ^x' + ca" = 

fl(3 H- ÒP' 4- c(3" = 
«7 H- *y' + cy" = 0. 
Supra inventae erant ad directiones principales determinandas aeqaationest 

decH-qda^Of dy-hqdh^^Oy ds -H 9<fe «= » 
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sive sUlaendo s=k > kdx'^day kdy ^ dby kd^'^dCf 

onde valoribiis difibrentialìiun da,.** substitutis obUnemns: 

Jdx H- {?' — If) dy -H /«fa = 

a"dx -h p"i^ -+- (/ — ik)d« = 
qaibus accedìt: 

adx H- My -h cd« = 0. 

Qaaram aeqaationiim partes a sinistra positae si per factores abek deinceps 
multiplicanlar, summam «: praebent» ideoque trìbus (aotam conditionibus aeqaìva- 
lent. Unde omissa ullima e trìbus prìoribus statim nanciscimnr aeqaationem tertii 
qaidem gradus determinando k inservientem, pota hanc: 

(a-k) \ (fif-k) (/-*) -p'y \-h<J\ rr-^ (/'-*) l+«"J Py'-r(P*-*) HO. 

qnae lamen, cum sit: 

radicem k =»0 offert, quam facile perspicitur progressum in ipsa normali indicare » 
quia in praesenli combinatione quarta aequatio, factore k = multiplicata, omnino 
excidit yimque snam perdidit. 

Igitur rejecta radice k^=<=: obtinemus aequationem : 

siye ponendo brevitatis gratia: 

ct^i _ ««j3 + py — PY + y"« - y«" = Q , 
invenimus .* 

Jt*— 2PAp + Q = , 

cajus radices k^ et k^ curraturas principales exhibenty ita ut sit: 

*!+*;« p, k,K = Q, 

quorum yalorum prìorem P curvaturam mediam, alterum Q mensuram curvaturae 
appellarì constai. Quarum formas nunc accuratius examinare placet. 
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Prìmam si aequationem superflciei dalam supponimas in forma tf =s f («,|f)- s • 0» 
òMinua ab e a % indepeodenles evadunt; erìl igitar y =s y « y" =s , ideoque 
2P««-M3', Q=-«P'— «'P, sive 

^^ àa db 

2P s i 

dx da 

Q da db da db 
dx'dy dy dy* 

quae sani formae yaloram P et Q usitatae. 

Gonlra si resolalionem aequadoois f «» oailam admitlimas , formae prodeunt 
multo prolixiorest attamen evolutione perdignae. Nam cum sit: 

1 dj 

""^Wdi 
obtinemus: 

vrdp—p-ìus , . „ 

, j./jj.j dx dx »j»? da 

Jam (Uluatar: 

1 A 1 (Pf 1 <P9 



unde prodit: 



1 ib 

quibus aequationibus per a ò e deinceps malliplieatìa et io sammara collectis sequitar: 
-j^ == (aF -+- » -f-cj^) «te -h (ofc + ÒG -h e/) <% -4- (09 -t- ft/ -h cH) ifa . 



N 
Cum autem sit: 



da = Vd*+hdy-i-gds — o--^ 



N' 
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obtinemas 

j^= « = F — o (oF -h òfc -f- cgf) = (ft*H- e*) F — o^fc — acj^ ; 

^=13 = fc -a (ofc 4-Mi -he/) = {ft*4- O fc — o^G — oc/; 

similiter de celeris; ila prodeunl novem valores, quos tabula sequens ob oeulos sislìt: 

« = -h (ft'-f- e") F — oftfc — ocgf 

p == 4- (6«+ e») fc — abG— acf 

7 = H- (6*4- C) g — ahf-- acYL 

J = — ab¥ -h (a'H- e') h — bcg 

p' = — o^/i -h (a*-h e") G—bcf 

/=. — oò^ -H (o«4- O /— ^H 

«"=_ ocF — 6ch -f- (a* 4- ft*) fif 

P"= — ocfc — òcG4- (a'-hft*) / 

/= ---acg — hcf-^ {o»-h ò*) H. 
Hine statini diri vaiar : 
« 4- P'4- /= (**+ F 4- (o'-f- e") G 4- (a* 4- t») H - UcJ - 2ac^ - 2a6fc; 

qui valor cum sii ^=^ 2P , nacti sumus exprcssionem generalem curvalurae medìae 
hane: 

P « I {ft>4- e') F 4- è (o'+ e') G 4- é (0*4- ft') H — bcf—acg — o^^. 
Praelerea facili calculo colligimus: 

«p'— c^^ = (FG - V) e' 4- (flffc - /F) oc + (/fc — ^G) oc 

l^y'-^V=(GH— /) a*4-(/f^-(/G) oc 4- (/^ ~ hE) ab 

/«_ya"-..(HF-^)6*4-(/j^-fcH)aò 4- (gh — J¥)bc; 

quorum lerminorum suinma cum sii = Q , oblinemus valorem mensurae curvalurae 

Q = (GH - /) a»4- (HF — g^) ftV (FG - tf ) e* 
4- 2(^fc— yF)6c4- 2 (fc/— ^G)co 4- 2 (^— fcH) oò, 
eundem quem disqubilionum saepius laudalarum arliculns nonus exbibeu 
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Sì brevilatis causa slaluilur: 

à^=- (G^ - f)^ -^ (f9-h^)à -^ (fh- gG) c ^^h 

i § = (/(^ - M) « + {HF - (/') ft 4- {gh - /F) e = I, 

manifesto erit: 

Q = 1,0 + IJb + he. 

Praeterea nolamus relaliones sequentes, quarum tres jam supra exhìbilae sunl , 
reliquae simili calculo comprobantur : 

py _ p'y = l,a «"/ — «V = ha «'P" - «"(3' = ha 
P"y — p/ ==. ha «y" - «'V = la^ «"P - «P" = hb 

P/ _ p'y = he a*/ — oy' = I^C «p' — a'P = I3C. 

His praemissis jam aequalionem k*—- 2Vk-hQ = accuratius examinemus ei- 
que radices reales semper competere demonstremus. Nam etsi haec proposilio ratio- 
cinio simplicissimo stabiliri solel, tamen quomodo ex aequatione generalissima elicienda 
sit quaerere minime otiosum est. Manifesto quaestio in banc redit, num differenlia 
P' — Q unquam negativum valorem adsciscere possit. Ponamus igitur: 

p«— Q = a, 

praeterea brevitatis causa: 

bcf+ acg -h abk = n 

ahfg '+■ bcgh -+• cahf = l 

o*/4-fty4-cV=m' 
unde fit: 

tì =1 { {b^^ e») F-h (c*-f- o') G -h (a'+ò*) H— n ^4- m»— 2^ 
- a"GH - ft»HF — c*FG ■+■ Ucf? -h 2ca^G -f- 2o6^H. 

Consideremus formam Q, quatenus ex argumentis FGH composita est, et quae- 
ramus minimum valorem quem illis F G H ad libitum mutatis, omnibus reliquis in- 
tactis manentibus, Q induere possit. Quem in finem adhibita differentiatione colli- 
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gimus: 

^= I j(6'-h e*) F -H (c»^. a*) G -H (a'4- b*) H - 2it j j**4-c* j 

— ft'H — c*G-h2òc/, 

qui valor propter relationem (a'-h e*) (ò*4- C) — 2c^= aV — c^, et qaae his si- 
milia hoc loco occurrunt , in formam simpliciorem redit , quam una cmn reliquia 
ejusdem generis tabula sequens oslendit: 

2^= (*^+ c*)*F -+- {aV—<^) G -h (aV— Ò«)H -h Abcf— 2 (V-h c*)ii 
or 

2 ^ = (oV— *») F + (*•<:•— o*) G -h (o'+ i')' H + 4a*fc — 2 (o'+ **) ». 
aU 

Quam tabulam accurate inspicientes manifesto deprehendimus relationem : 

dù dQ d^_tì 

5f'^3g'^Sh'""' 

Videlicet est : 

(ò'-H cy-t a* {«"-h e*) — ò»- c*= (a»-h ft»-h <?- 1) (ft'-H e*) == 0; 

praeterea summa terminorum eitremorum A{bcf-hacg + abh — n) = 0. 

dQ dQ dQ 

Hinc apparet aequationes j^ = 0» r;?? => 0, 35 "= 0, quibus ad investigandum 

ar aij da 

minimum Q opus esse yidebatur, nequaquam inter se independentes esse» sed dua- 
bus ex iis positis tertiam necessario valere. Igitur ejusmodi valores argumentorum 
FGHy qui Q minimum reddant, determinati non exstant, imo aequatio differcntia- 
Iis partialis sopra proposila docci, Q omnino a singulis argumenlis F G H non pen- 
dere» sed a solis earum differenliis F — G 9 H -— G, quas ideo in valorem hujus Q 
introduci necesse est. Unde posilo 

F = G-hU, H=G-i-V, 

primo loco obtinemus: 

AQ = { (6*-+- e') U -+- (o*-h 6") V 4- 2G -- 2n }» 

— 4G \ (ò*-H c«) U -+- (aV **)V - 2ii } 

— 4G'- 4ò*UV H- BbcJV 4- Sabhy -+- 4m*— 8/ , 
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quae formula secundum potestates argameDti G evoluta atatim in hanc abit: 

4fi — { (y+c»)U 4- (a'H- ò^ V - 2n {'— AbW + SbcJU •+- SoJfcV H- 4m*- 8/, 

e qua G omuino excidit. 

Igitur ut Q quam minimuni fiat, computandì sunt valores 

2^=1 (ò*-h OU -+- (a«4- 6*) V — 2n I jò'-h e* | - 2ò»V,-4- 4Ac/ 

2^=1(0^-+- c")U -4- (a*-h6*)V-2nj j a*4- ò^ j - 2Ò*U + 4a*fc , 
qui facile contrahuutur in sequentes: 

2 ^ = (6'-+- c»)'U -+- (aV— 6') V •+- Abcf— 2 (Ò^H- e») n 

2^« (aV— 6*)U-+-(a'4-ò^»V+ 4aòfc- 2(a'-+-6«)n; 
unde eliminato U prodit: 

'iw-^»i-i<-'-'-'^fi' 

4a«^«c^ + 4aft (6«^ e»)' fc 4- 4^c (y— aV) f— W {b^ -^1^)71 
Scribatur brevitatis gratia 

deinde in locum termini n substituatur ejus valor 

ft =3 oc/ 4- acg -^ abh', 
quo pacto prodit: 

20,= (6*-H c»)*U -H (aV— 6*) V + 2 (1 4- a«) oc/— 2a (^+ e") (cg^hh), 
QQ 4aftc (oòcV H- (y— e*) g/- (6 * H- e') {bg—Oi)) 

Tom. VI, N. 5. 27 
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Ita deniqne Q hanc in formam redactnm est: 

cajas sumniae terminila extremua R neutrum argumentonim U, V conlinet. Jam vero 
statini monstrabitur, terminum R omnino nullum adesse. Qnem in finem sufficit, 
argumentis U et V valores quoslibet constantes attribuisse, quorum ope residuum R 
quam facillime computari possit. Ponamus igitur 

2n 
unde fit 



4^> . 



siqaidem compendii causa panlisper staluimos: 



Unde evenit: 



(y— e') o/— (f 4- e») (ftg - eh) - 

jT^rp *>• 

Jam adscitis valoribus 

m* — 2/ = a*/— 2 (ò^ -4- cfc) a/-+- {bg — cfc)' 
obtinemus ^ 

R = ^^^S^^f^^ - ^^' -H «y- 2a (^ + di) /H- (5, - e*,' 

(y — c')»o'/' . 2(y-c«),,, ., . ,. .,, 

ubi prò S' ejus valorem restituimus. 
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Qn e fomnla nagoloc lenniiiM fKlore a*/* afiectos io nmunain coDigendo iii> 
venimiis: 

somma terminorom in 2a/* mollipliettorom fit: 

deniqoe termini a faclore / liberi manifesto se mntoo destmnnt; est i^tor R =: 
•e deniqae: 



= 



t I ■"! 



(*•+ i>f 



/ ìabeV 



«ve 



° = | 2(PT7) 1 

-^1 ?+^ i 

obi notandom est, U prò F — GyV prò H — G scriptom esse. 

Cam sit Qs=l-i— — ^ I , formala inventa doeemar, differentiam inter carvata- 

ram maximam et minimam non pendere a singalis valoribas F G H, sed a solis dif< 
ferentiis F — G, H — G. 

Ex eadem formala petendae sant oonditiones qoibas ea paneta saperficiei deter< 
minantar, qoae ambilicorom nomine designari solent. In qaibos com sit k^ — k^= 
sive Q =s Oy locom babent aeqoationes secfoentes: 

(ò*-4- e V (F - G) + (^*- «*<^) (G-H) +a(i-Ha')ftc/-2 (ft^-h e*) a (e^ -h òfc) = 

afe (G— H) ^ {à^ìf)af+ {V-h e*) («y-cfc) = 0. 

Vix opos est mooerey cakolos praeeedentes defieere, si in poneto aliquo babe« 
lar ò s: y e =B , ideoqoe ^ + c^ = 0. Qoo in casa remediom axem e com % 
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commutandi in promtu est, nisi ad formam primilivam, qua supra Q repraesentavì- 

mus recurrere mavis, quae slalim in hujusmodi casu suggerii: 



«-(!ii^)V/-. 



£ tabula argumeuta a|3y... exhibente facile coUìguntur relalìoues quaedam, quae 
inter ea et cosìdus abc inlercedunt; quas evolvi Decesse est. Eliminatis enim dein- 
ceps F G H ex aequationibus quibus a et a\ ^ et ^, y et y' exprìmuntur prodeunt 
relationes : 

- (a*-}- e») (3 — aftp'= oc/— c'h 
bey — acy'= bcg — acf^ 

quibus in summam collectis etìam reliqua argumenta fgh excidunt. Ita prodit se- 
quentium aequationum prima; simìliter secunda et terlia: 

aba — (a*-}- e*) (3 H- òcy =. — (6*H- e*) ««h- ab^'-h ao/ 

oca! 4- bc^'— (a*+ V) >/« ró«"— (a*+ e*) P"-hòcy" 

— (ò'4- e*) «"-f. róp"-+- acy"== oca -h ftci3 — (a*H- b*) y. 

Attamen ut calculos quantum fieri potest contrahamus, supponamus e non eva- 
nescere, quod licet cum abc omnes simul evanescere non possint, ac statuamus: 

e e 

«•-^ = 21', p'-^ = «'i 

unde fit: 

aba — (a*-h e*) 13 -}- ftcy == ró?l — (a*-h c*)« ; 

quo pacto relationum praecedentium prima hanc formam induit: 

oMl — (a*H- e*) « = — (ò'+ e*) *+ am\ 

Praeterea fit: 2P = « -|- P' + /'=■ ^ 4- iB'-4- ^^ "^ ^'"^ ^ 
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sivc quia oy -+- V + ^" ■= ® » 

2P = 21 -h « ; 

simililer oblinelur 



ilaque 



Q = «P' — c/p +13'/ — PV 4- fot—ya" = %<tì - ^'^i 

a =. p» - Q « (^-^V- (^«' - ^'«) 



sive 40 = (21 — «')*H- W» i 

<{uae formula accedente relalìone 

(^•^. e*) 21' = — oò (21 — *) -+- (a'-h e*) « 
in hanc redit: 

4 (ft"-H c')Q = (6*-*- e') (21 - «')•- 4a* (21 - ») « -f- 4 (a'4- e*) %' 

sive 4 (6*-h e*)* a = { (ft'4- e*) (21 — *) - 2oò« |'-4. 4c*«^. 

Ila, si aequalio k* — 2P^ H- Q = in ea forma data est, quam primo loco ob^ 
linuimus quomodo illam radicibus realibus gaudere demonslrari possit, ostensum est. 
Direclionibus principalibus delerminandis inservit aequalio 

(a — k) dx -^ ^y -h yd%=' 
combinata cum hac: 

cidx + bdy -hcd%= ; 
unde eliminato d% habetur: 

(21 — fc) (te -h Sddy = 0. 

Erit igitur in directione principali 

dxidy : dz: = — cf^ic {ìl—k) : a% — 6 (21 — *) , 

qua in proportione prò k deinceps radices k^ et k^ aequationis k* — (2t + S6>) k 
+ 2t^'— 21''^ = substiluendae sunl, ut binae directiones determinentur, quas an- 
gulum rectum comprehendere notissimum est et facillime demonstratur. Jam vero ut 
eandem proposi tionem e formulis generalibus eliciamus, ostendendum est esse: 

S = c*«»4- e» (21 - k,) (21 - fc.) + a« — Ò21 -hbk,) (aSB — b%-h bK) = 0. 
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Inlroduclis valoribus /p, -h Ar, = ?l -4- «, , fc.Ar, = 215B' — 2l'5B, fil: 

unde facili reduclione colligilur: 

S = ((c'-h a') 5B -f- oò«' — (6*-4- e») 21'- oÒ2l) 93 , 

sive cum secundum praecedenlia sunima uncis inclusa evanescal, S ^s 0. 

Reslat ut curva luram mediam eodem modo, quo disquisì Uones saepius laudatae 
mensuram curvalurae, ope argumenlorum ex arbitrio electorum p ei q generalissime 
repraeseniemus. Quem in finem oplimura erit, signa in disquisilionibus adhibìta ab- 
bine omnino adoplare, quorum igilur brevem conspeclura in tabula sequente offerre 
placet, ne notationes, quibus bucusque usi sumus, cum iis quas adhinc adoptabimus 
confundantur. Statuamus igitur duce auctore disquisitionum : 

dx = adp 4- a!dq , dy = bdp -f- b'dq , dz = cdp -h ddq 

da=^ adp-hafdb , db'=^p'h^"dq, dc^ydp-^'/dq 

dd^^aldp + J'dq, (a/=§^'dp'he>"dq, dc'^ y'dp -h y"dq. 

b& — cb'==k, ca' — ac' = B, oò' — 6a'=C, 

A« + Bp-hCy=D, A«' 4- BP' -+- C/ =» D' , A«" -f- Bp" 4- C/ = D". 

a* 4- &•-+. c*= E , aa' -f- W + ce' = F , a'*-f- 6'*-l- c'*= G. 

EF — G«= A*-h B' -h C*= A. 

A _ « ^ -_Y ^ — 7 

v/a v^ •a 

Proficiscamur ab expressione notissima curvaturae mediae, qnae superficiei aequa- 
tionem in forma % — /{^ìH) ^=* datam supponiti ex qua deducitur: 

dA^^tdz-^ udy^ dt^ Tdx-h Hdy , du = Vdx + Vdy ; 
quibus positis curvatura media bunc valorem nanciscitur: 

_, (1 H- ti*) T — 2ftiU 4- (1 + <*)•¥ 

a (1 4- 1*4- M*>* 
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qui, eum ex aeqaatione kdx + Bdy -h Cdt = habeator : 

A B 

stalim transformatur in sequenlem : 

.^ (B'+ C) C^T — 2ABC3U -h ( A V C) CW 

Deinde differenlialia dt et du evoluta suppeditant (cf. disqu. art. 10) : 

C'T = Dò* - 2iyftft'+ »*• 
Cnj = DaV + ly (dò' + a'ft) -^ D"ró 
C^V = Da'*— 2D'aa'-h DV. 

In expressione proposita carvaturae mediae duas partes distinguere juvat, qua- 
rum prior terminos C^T -4- G^Y, altera reliquos terminos amplectatur, ita ut 8it{ 

2P.A> = C'T + C5V +^, 

siquidem B'C^T — 2ABG3U + A'G^V brevitatis gratia litera S denoUmus. Manife- 
sto summa S introductis valoribus terminorum G^T,.* supra exbibitis» per G' divi- 
sibilis esse debet; quod levi calculo confirmatur. Fit enim: 

S = D (B'6'*-h 2ABa'ò'-f- A V) + D" (B*òV 2ABa» + AV) 

— 2D' (BW4- AB (oò'^. a'b) -h AW) 
«= D (Aa'-l- W)*^ D" (Aa H- »)'- 2D' (Aa -h W) (Afl'^- B6'). 
linde colligilur, cum sit Aa + B6 + Gc » 0, Aa'+ Bfr'+ Gc'^^ 0^ 

S « (De*— 2D'cc'4- D"c') C*. 
Insuper cum habemus 

C^T H- GHJ = D (a'*-4- ^) — 2L' {aa'-h W) 4- D" (a*+ b'), 

addendo ^^ » De*— 2Dcc' -4- D^'c* 

li 
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colligimus valorem curvalurae mediae: 

p^ DG-~2D 'F-hD"E 



2. A* 



Jam vero est 



' dp\ dp dp dp) ( dp dp dp dp dpdp] * 

unde sequilur, quoniam 

X — -»- Y^-i- 7 ^^ Ao •+■ B^ -h Ce 
(ip dj} (Ip ^A 

prò quìbuslìbel argumenlorum p et g valoribus evanescit, 



/a \ 4p 4p ^^P/ 



Simìlem in modum ostenditur esse: 



nec non: 



Jam consideremus imaginem sphaericam elementi 



quae erit da = v^E'dp^-h 2F'<(pdg -4- C"^ 

siquidem statui tar: 



dp dq dp' dq dp dq 
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«-(?)■-(?)■-©■ 



Praeterea convenit directiones elementorum lìneariam 

V/E.dp, }/G.dqy ^E.dp, }/G.dq 
sive reclarum ea tangenlium per symbola 

deÌDceps indicare quorum ope anguli inter binas direcliones commode repraeaentan- 
tur ; ita exempli causa angulum inter directionea elementorum ^ . dp et ^G . dp 
per (tpiJ) denotabimus. His praemissis manifesto babemus: 

-S.«-v/ÈE'.co8(l.l'^), -^=- — V^GG^.co8(l^l'^), 
VA VA 

^ == — •ÈG' . cos (f .!•-) = -- V^ • cos (I- !•-) , 
VA 

unde demanat expressio quaesita curvaturae mediae: 

_ G yJW. cos (t, 1*^) ,-h E y/Gg. cos (f^l*^) — 2F •Eg. cos (l/^) 
*^^ 2(EG— F*) 

in qua propter inventam relationem 

V^ cos (t^,) « )/WQ cos (I/^) 
prò termino ultimo numeratoris etiam scribere licet : 

— 2Fv^È^cos(f/^) 

Inventa formula docet , quomodo curvatura media pendeat ab elemento lineari 
ejusquc imagine, nec non a situ, quem illnd rcspectu alterìus occupat. Ponamns eie- 
menta ^E.tfp, \/G.dq sequi directìones principales, quo in casu dementa imaginis 
^'. dp f ^C! dp prioribus deinceps parallela sunt, ita ut anguli (t^^) » (t^^) vaio- 
ras aut ir obtineant. Praeterea hypolhesis nostra suppeditat: F =» 0» unde fit : 

t> rtG V^E&zfcEV^ 



2EG 

Tom. VI. !f. 5. 28 
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sivc 



— \/l=v1' 



quo valore manifesto ad formam prìmllivam curvaturae mediae delali sumas ; palei 
eninit si R, et Rj radios curvalurae exlremos designanl, esse 



■^ VE ""R/ "" Vg "R. 



1 1 
ideoque ^'^ '^ r" "*" R" ' 

Condilioni ^EG' cos (tjji^) :=» ^E'G cos [t^t^) casus praesens ila salisfacil ul ambo 
lermìni evanesoanl, cum angoli (<^^)» (it^p) recli sinl. 

Verumlamen al formam inventam curvalurae mediae magis illuslremus , aliam 
viam ingrediamur. 

Nolum esl parliculam superficiei circa punclum dalum (quod lillera designa- 
bimns) silam repraesenlari posse per formulam: 

« =» i Ab"-+- Ba;y -h 1 Cy*-f. W , 

siquidem conlinuilas curvalurae ibi non abrumpilur. Qua in supposilione axes x el |^, 
a punclo incboanles, in plano superiiciem in ipso punclo langenle accipiunlur, 
el quidem axis z in direclione arbitraria, cui axis y perpendiculariler insistil; deni- 
que axis % in normalem puncli cadit. Signo W reliquara seriei parlem, quae al- 
liores argumentorum jb el y polestates complcctilur, indicare voluimus, cujus lamen 
in sequentibus nuUus usus eril. 

Axibus jB et y adjungamus novas axes reclilineas obliquangulas p el g, in eodem 
plano langenle sitas, quae igilur cum prioribus in bujusmodi relalione erunl: 

a;8=3|icosocH-9cos|3 

y ss p sin oc + g sin |3 ; 

angulus inler axes p el g comprebensns esl ^ — cts=3y, Quas in aequaiionem su- 
perflciei introducendo obtinemus formam: 
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siquidem sialuimus: 

A cos o^-h 2B cos a sin « -f- C sin «•= / 

A cos « cos p -H B sin (« -H P) -I- C sin asin p = f 
A cos |3«+ 2B cos (3 sin (3 -h CsinP'= T, 
quibus ex aequaiionibus colligilur: 

r- /*-= (AC - B*) sin y" 
i - 2r cosy ^- r« (A 4- C) sin/. 
Erit igitur in puncto curvatura media 

^ / — 2/*cosy-hr 
2 sin /' 

mensura curvaturae 

^ sin/ 
His relationibus accedunt sequentes : 

Z sin p'— 21' sin « sin ^ -h P sin o^= A sin / 

< cos |3 sin (3 — /'sin (« -I- P) 4- P' cosa sin « ss — B sin /. 

l cos |3' — 2Z' cos |3cos « -t- /"cos o^= C sin /. 

Dififerentiando obiinemus: 

eia; = cos a,dp + cos p,dq 

dy = sin a,dp •+• sin ^.dg 

dx = {Ip H- Pg) dp 4- (Pp H- P'g) dg 

omissis in valore differentialis d% polestalibus prima allioribus argumenlorum p et g , 
quae in sequentibus nulJius momenti sunt. Porro fit: 

E==:H- (/p+Pg)' 

F = cosy -f- {lp-^l'q)(tp H- P'g) 

G = 1 + (/'p 4- l"q)\ 
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Imago puncti {x y %) determiDalur coordinalis quae e formulis supra propositis 
facile oompuiantar: 

Y _ {tp -h l"q) sin « — (fp H- l'q) si n fi 

^ TX 

Y (/p -t- Z'g) COSP — (Ip + /"g) CQ g « 

•a - 

ubi A^EG — F*, ut ante. 

Sed nequaquam bos valores longius evolvi oportet, cam eatenus tantum deside- 
rentur quatenus ad punctum initiale (0) referuntur. In quo cum p et g evanescant, 
habemus: 

Ec=l, F=:co8/, G = l, v/^«=r8iny; X = 0, Y== 0, Z = 1. 

Restai ut evolvantur valores quos -r-» 17^"" ^^ puncto initiali induunt. Qui 

sunt: 

dX {'Sina — Isinfi dY leosfi — {'cosa di ^ 
dp sm y dp sm y dp 

rfX Z"8in« — rsin(3 dM f cog(3— Z"cosg ^^n 
dg sin y ' ^ sin y dq 

Igitur lineolae 

cfe= Vdp* — 2eo8y.dpdq -h d^ 

in superficie data inter puncta {dp » o) et (o » dg) , a puncto initiali infinite panim 
dìstantia, descrìptae respondebit in spbaera lineola 



dff = V'E'dp^-f- 2Fdpdq -h G'dq% 
ubi E' P G' bis aequationibus definiuntur: 

-,, P-2/fc08y + P „, ([ + f")f-(//"+f)co8y 

sm y sm /" 

^, P^ 2?^» cos y -4-^* 
sm / 
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Jan» consideranda sunt duo triangula, quorum verlices symbolis (o, o), {dp, o), 
{Of dq) repraesentantur» sìquidem symbolo (p»^) punclum , cujus silus argumentis 
p et g determinalur, denotare placet. Quae trìangula cum sint infinite parva, ideo- 
que prò planis babenda, et quidem sita in planis parallelis, quorum alterum super- 
ficiem, alterum sphaeram tangit , nibil obstat quominus imaginem e sphaera in su- 
perficiem transferamus ita ut vertices symbolo (o, o) definiti ambo coincidant, cete- 
rum autem situs relativus alterius trianguli ad alterum nihil mutetur. 

His praemissis facile intelligitur, vertices trianguli in superficie data intcr latera 
dpi dqy ds comprehcnsi determinari coordinatarum x et y valoribus his tertia % prò 
omnibus evanescente: 

X = 0f y = ; Xi=s eos a. dp f yt^^sìn a .dp; x^=^c08fi.dq, y^=8infi, dq. 
Sed praestat loco differentialium dpf dq simpliciter scribere p, q; ita obtinemus: 
« — 0, y = 0; Xj=:peoaaf y,»psinaj x^^^qeos^f ya=gsin|3. 

Ck>ntra vertices imaginis prioris trianguli bisce coordinatarum valoribus determi- 
nantur, ubi similiter p, q prò dpf dq scripsimus : 

^ - Z'sin a — { sin |3 { cos 6 — Z' cos a 
« =* 0, y = 0; «3 = -: 'p , y3== ^, . « 

^ sin y ^ ^ sin y '^ 

V'sìna — /'sin fi Tcos 3 — f cos a 

«4= : g, «4= ^ q, 

* sm y ^ ^^ sm y ^ 

iu ut punctum (x^yi) puncto (a;,y,), punctum (xjy^) puncto (x^y»)t denique pun- 
ctum initiale sibi ipsi respondeat. 

Ex aequationibus propositis statim coUigitur relatio; 

«a«3-4- ^.^3= «,«4+ yiy*== — '' » 
quae est eadem quam in forma generali supra invenimus puta : 

}/ÈJG. cos {t^y 1*^) = ^ECf. cos (1^, i^). 

Aequatio inventa subsistit, quaecunque sit axis x in plano tangente directio. Jam 
vero si axes x et y, quas inter se perpendiculares esse vix nccessarium est monere, 
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in direcUones principales cadunt, evanescente termino B nova relatio surgit» quam 

exbibet acquatio 

/ COS ^ sin |3 — r sin (a + (3) + /" cos a sin a = 0. 
Quae cum ita scribi possit: 

(/ sin p — /' sin a) cos ^ = (/' sin (3 — /" sin «) cos a , 
manifesto redit in hanc: 

aliter vero, puta sic scripta: 

({ cos fi — t cos a) sin fi = (leosfi — /" cos a) sin a 
praebet: 

quarum aequationum samma non solum priorem conditionem 

«aaj|"+- yay3«= «i«4-i- y.y* 

restituunt, sed etiam veram ejus originem patefacìt. Monstrat enim inter utramque 
figuram respectu directionum principalium ejusmodi relationem intercedere , quam 
geometrae affinitalem appellare solent. Itaque punctorum in utraque figura sibi cor- 
respondentium abscissae in prima directione principali sitae constantem rationem 
servant : 

053 *4 ^' sin * — ' sin P '" 8'" * — l' sin fi 

Xi 05, sin y cos « sin 7 cos |3 ' 



facile enim ex aequationibus supra nolatis: 

l sin fi*— 2/' sin a sin ^ + Z" sin a* 



A 



sin / 
l sin |3 cos |3 — l' sin (« + |3) 4- l" sin « cos « = 



eruitur esse: 

l" sin a — /' sin fi 
sin y cos |3 



= -A, 



cujus rei necessitas etiam geometrìce rem intuenti obvia est. 

Similiter punctorum sibi correspondentium ordinatae in altera directione princi- 
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pali sitae constantem rationem sequuntur, sed a praecedenle diversam; esl enim 

1^3 y4 / cos p — t eos a /' cos (3 — f ' cos « ^ 

y, y, sin y sin y sin y sin ^ 

Igilar aequatio a;a^,+ y.y3=' a;xX4+ ^1^4 conditionem afGnilalis inler ulramque 
figuram cxhibet , quaecunque sii directio axis in plano fignrarum communi. Et re 
vera si axibus reclangolarìbus x el y ad libitum datis, baec conditio locum habet, facili 
calculo inveniuntur axes affinitatis ti, v, quae conditioni 11,113+ v%'^i=' t<|t<4+ v,V4 
ila salisfacianl ut simul babeatur 11,11,== u^u^ et VaV3= v^v^. Si enim angulus in- 
ter axem datam x et directionem incognitam u litera ^ designatur, ita ut sit: 

u='Xeosi'^y8ìndf v = — xsìni-hyeosi^ 
conditiones propositae 

in bas formas abeunt: 

(«,«4— «,053) cos ^"4- (x^y^'+' «4^,— «,^3— «3^2) cos <J sin <J 

(«,«4— «,«3) sin a* — («,y4-h «4y, — «,yg— «3^,) cos ^ sin i 

^ (yii^i— yijfa) cos d*= , 

quae adbibita additione et subtractione in sequentes contrabuntur: 

aji»4— «,«3-+- y,y4-- y,y3= , 
(ir,«^— «,«,— V,y44-y4f3) cos 29 -+- («,^4+ «4^,- «,y.— «3^,) sin 2d — , 

quarum priori cum valores coordinatarum ex bypolhesi satisfaciant, manifesto altera 
directionem quaesitam determinat aequatione 

tg 2a _ ^«^4— ^>^3— ViV,-^ y«y3 . 

^ «4f3-H «,yi— «1^4— «4^1 

unde unicum systema axium quaesitarum affinitatis (u, v) adesse colligitur. 

E principio affinitatis inter figuram infinite parvam in superficie data ejusque 
imaginem sphaericam intercedentis demanat etiam propositio: aream imaginis ad aream 
figurae in superficie datae in quovis loco constantem rationem servare, sive a spe- 
cie particulari figurae independentem ; quam rationem ipsam mensuram curvaturae 
esse patet. 
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E valorìbus coordinalarum supra exhibilis slatini colligitur esse: 

unde duplex curvatura inedia obtinetur 

A H- c = 2P =. ^4y -^iy4 ^ ^>y3- ^ay, 

«lya— «>y. «lya— «>y, 

Igitur dum mutatione axium a; et j^ , quae quidem ubique rectangulares esse sup- 
ponuntur, singulae sectionum normalium curvaturae A et G mutantur, docet adspe- 
ctus formae propositae» curvaturam mediam immulatam manere , quippe cujus sin- 
gulae partes rationes inter arcas binorum triangulorurn repraesentent, ideoque arbi- 
trario axium delectu affici nequeant. 
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MAIfUSCRIT COTÉ OOOCXVn DES MANUSCRITS ORIENTAUX DU BRITISH MUSEUM 

<7469 DES MANUSCRITS ADDITIONNELS). 

Volarne iii-4? de SIO fenilleto en papier. Le premier et le demier de cet ilO feuilleU, qai sont des feuil- 
lets de garde, et les troia fenilleta qni précédent Je demier feniilet de garde ne aont paa nnmérotés. 
L« tOS autres feuiilets aont nomérotéa au crayon avec ies numéros 1 à i04, à l'exception do S0.« 
feuiUet do Tolnme, qui paralt avoir été sante par inadvertence. 

Les qnatre feuiilets qui précédent le demier feniilet de garde sont en blanc, on oecnpés par des notes détachées. 

Tont le reste dn Mannscrit est ocenpé par le oommentaire de Chihàb Eddln Aboùl ktibk» Ahmed Ben Ra- 
djab, connn sona le Bom d'Dbn Almadjdl, le chàféRe, sor le TiUkMt ou « Exposé des opérations du 
calali » d'Ibn Albannà. La copie est datée dn 17 RaMa second de Tan 840 de Thégiie, on 89 octo- 
bi« 1416 de J.-C., et Taclièvenient da commentaire dn 6 Dxoùl-hidjdjah de ran8S4 de l'hégire.on 
IS aoAt 1411 de J.-G. 

Le commentatenr Ahmed Ibn Almadjdl mourat en 8S0 de Thégire (89 mars 1446 à 18 mars 1447 de J.-C), 
et est mentìonné dans le DtctKmnaire bibliographiqne de Hadji KhaUa comme anteur de ^Insienrs ou- 
yrages concemant Tastronomie et le calcnl astronomiqne. Voir Tédition de Flnege!, Tom. I»pag. 248, 
R! 475; Tom. II, pag. 981, R? 1990; Tom. IH, pag. SII. NTlllf etpag. St8, R.* 6771; Tom. V, 
pag. 805, N? 10694. Gomparer Woepcke, snr l'introdnction de rarithmétiqne indienne en Oecident, pag. 
66, lig. 88 et sniT.; etBibl. Bodleianae codd. mss. orientali, catalogi partii secnndae toI. I, confecit A. 
RicoU, Oxonìi, 1881, in-folio, pag. 884, R? CCLXXXVI, l! 

Les Ruméros des feuiilets marqués en marge des pages 1 à 80 de la traduction ci-aprés se rapportent à la 
nnmération écrite an crajon et menUonnée ci-des8na« 



A, 



.u nom de Dìea clem^nt et misericordienx. DIeu Ix^nìs notre seigneur Mo- '' ^ 
hammed, sa famìlle et ses compagnons,^ et repands sur eux ton salut. 

Le pauvre qui a besoin de la mis^rìcorde de son Seigneur, (pii confesse 
son insnffisance dans l'acconijilissement de ses devoirs et ses p^chés, qui espère le 
pardon de Dieu, qui .riuscite et qui crc^e, Àhiped le chàfóite Ibn Almadjdi dit: 

Louange a Dieu qui a r^uni (i) les savants dans les habitations (s) de la 
dignità seìgneuriale, et qui a fait toniber (3) sur eux, dans la distri bution (4) des 
qualità excellents (5)^ le lot (e) de la bonne fortune; qui a soulev^ (7) de leurs 

(1) Cette préfece, écrite en prose rimée, est remjplie de jeux de mota dans le goùt arabe, l'antenrayant 
en soin d'employer des mots qui ont en méme temps des significations techniques dans Taritliméti^e pniti- 
que ou dans d'autres parties des sciences mathématiqnes. Ainsi le mot traduìt ici par te réunir » signine en 
mème temp5, comme terme technique ff additionner ». 

(8) Ce mot signifie en mème terapa les « placca » ou « rangs » de chiffres dans la numératlon, et cn 
astronomie les «r mansions » de la lune. 

(1) Le mot tradnit ici par « feire tomber » signiBe ansai <( multiplier ». 

(4) Ce mot aignìBe en méme temps « di vision A. 

(5) Le mot trtutuit par « qualité ezcellcnte » signifie en méme temps « excès », et de là « différence ». 

(6) Ce mot signifie en méme temps « fléche » et « sinus Terse », et en outre dans les calcnls relatifii 
à des sociétés de commercants ete. <c portions ». 

(7) Le mot qui signifie « soulever » est souvent aussi employé en aritbmétiqne pratiqne pour designer 
le <c montant » qui « résulte » d'une opération. 

Tom. VI. N! 5. 29 
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coeurs le ridean (i), et qaì les a combWs de bienfaits ìnnomLrables (2); qui ]eur 
a fait connaìtre ]es essences des noms (3) et les quali tés inliéreates et separa- 
bles (4), de sorte qu'ils ont decouvert les choses ìnconnucs (5), et qa*iis ont ap- 
pris la signìfication des mots. 

Jc loue Dien parce qu*il a revétu (e) les savants des robes d'honneur de la 
perfection, et les a omés des coUiers (7) de la gioire. Je le remercie de les avoir 
preservés des deux (espèces d') erreurs (s) dans 1* action d* efiacer (9) et daas 
l'action d*e'crire, de sorte que Ics plateaux (10) de leurs balances (il) ont penché 
en leur faveur. 

Je te'moignc qu*il n'y a pas d'autre Dicu que DIeu seul^ etqu'il n*a point 
de compagnon, Lui qui est un, unique, siinple (12), dtemel, inaccessible an uom> 
bre, qui n a point d*^pouse (13) ni de fils. 

Je temoigne que notre seigneur Mobammed est son serviteur et son prophète, 
son du et son ami, Timàm des imàms auquel Dieu a inspira les paroles de la 
sagesse, le possesseur de la noble origine (14) et de la destinée (i5) eleve'e et su- 
blime, de la place (I6) qui est robjet des louanges, et du réservoir (17) du nectar 
celeste cdlébrd par toutes les langues; qui est initie au vaste ensemble et aux 
détails (i8) de la science, et qui juge avec pénétration de Texcellence des offran- 
des (19), de sorte qu^il confbre les gràces, petitcs et grandes; qui a e'te' transporté 
dans Tapogée de la noblesse aux cercles du plus baut des paradis célestes; dans 
la main duquel les pien'es muettes (20) ont loue Dieu, et qui est Tètre pur cbargé 
de la défense de la foi. Puisse Dieu repandre sur lui, sur sa famille et sur ses compa- 
gnons toutes Ics bénédictions possibles, lesalut, la noblesse, l'honneur et la grandeur. 

(1) « Le soulèvement du rideau » est en méme temps le titre d'un célèbre traile d*Ibn ÀlbaDnà sur 
rarithmétique pratique. 

(2) Textuellement: ce qui n'est pas dans le (c calcul ». 

(S) Ccs mots contiennent une allusion evidente aux termes techniques qui désignent les quantités irra- 
tionnelles apnelées (( de deux noms » et « de plusieurs noms ». 
(A) Allusion à la quanti té « continue » et « discrète ». 

(5) Allusion à la détemination des valeurs des inconnnes en algebre. 

(6) Le verbe traduit par « revétir », textuellement » jetcr sur », est, sans la préposilion (t sur », le 
terme tecbnique qui désigne la « soustraction ». 

(7) Ce mot signifie aussi les (c nceuds » des nombres , c'est à dire les neuf unités , les neuf dizaines 
(IO, 20, SO, etc.), les neuf centaines, et ainsi de suite. 

(8) Allusion au a calcul des deux erreurs », c'est à dire à la règie des deux fausses positions. 

(9) Allusion à une eertaine manière de calculer sur le sable dans laquelle on efface succ^ivement avec 
le doigt les chiffres que Ton vient d'écrire, pourles remplacer pard*autres, jusqu'à cequ'on arriveaa résultat. 

(10) AUusion a un autre nom de la règie des deux fousses positions. 

(11) Le mot qui sigiiifie « balance » est aussi le terme teehnique employé pour designer la « preu ve », 
par cxemple la prenve par neuf, par sept« etc. 

(li) Ce mot signifie en méme temps (( impair ». 
(IS) Ce mot slgnifie en méme temps « pair ». 

(14) Le mot tradnit par « origine » signiAe, comme terme teehnique, le <c rapport » de deux quantités. 

(15) Ce mot signifie en mème temps la (c dÌTÌsion ». 

(16) Ce mot signlAe en méme temps le « dénominateur » d'une fraction. 

(17) Ce mot désigne en méme temps une eertaine partie de la constellation de la Grande Ourse. 

(18) Textuellement: au ic beaucoup » et au « peu ». 

(19) Dans cette phrase le texte du manuscrit parali ètre altère. Le mot traduit par « offrandes » sert 
à designer en arithmétique des calcuis « d*apnroximation » et en general des « procédés expéditifs ». 

(20) Le mot traduit par k muettes » désigne en méme temps les quantités « irrationnelles », et parmi 
les nombres entiers, les nombres (f premiers », en égard à leur propriété de ne pas se laisser décompo«er en 
tacteurs. Goknparer te Uber Àbbaei de Léonard de Pise, édition du PHnee Don Balthatar Boncompagni, 
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Po»r ea venir au fai(. Attendu qu'nucua blàme (i) ne s'attache a la science 
du calcili^ et qu'elle n'est resserr^e par aucune barrière (>)« j'ai choisi, dans cette 
science, comme objet d'une elude particulière» l'ouvrage intititulé «e l'Exposé fait 
» avec choix » {Talhkts), ouvrage compiei en fail de théorie» compose par le 
chaikh, rimàm, Aboùl Abbàs Ahmed Ibn Albannà, puisse Dieu couvrir ses pé- 
ch^ de sa mis<^ricorde el le faire demereur au milieu de son paradis. Cependant 
j'ai remarqué que cet ouvrage coolienl des opéralions privées de leur partie la 
plus intUruclive, en lant (|u'elles ne soni pas accompagnées, dans les chapitres 
qui en traitent, d'un (exemple ou d*un problème) correspondanl; et qu'il contieni 
des ihe'orìes subtìles doni il est impossible d'exposer d'une manière satisfaisante 
les significations, quand méme on y apporterai l un soin exlréme dans quelques 
fcuillets d'un mince volume, quoique certainement rempUs d'une science abondante^ 
si ce n'est que l'auteur n'y a point enlrepris l'explication de ces belles opera- 
tions. Au contraire, Il les a laissées desliluées de dc^monstrations, de sorte que 
nous ne savons pas si la justesse de ce que 1' auteur avance est nécessaire ou 
accidentelle^ et si, en nous coqformanl a ce qu'il expose, nous pouvons arriver 
k ce que nous d^irons savoir en dehors de cela. 

Par conséquent j'ai jugé convenable d'ecrire sur cet ouvrage un commeu- 
taire qui conlint 1' explica tion des principes sur lequels il est fonde , 1' exposé 
clair et exact de ses parties compliquées, et qui ecartàt l'obscurilé qui cache (s) 
les objets qu'il a en vue; de réunir , au moyen de ce commentaire , ce qui se 
trouve disperse dans 1' ouvrage originai , et de rassembler les joyaux précieux 
qu'il renferme; d'e'claircir enfin les métbodes de ses opérations el les demonstra- 
tions de ses problèmes. 

J'ai donc essayé (4) mes forces en consignant dans cet ouvrage ce qui est dans les 
limites du possible, et c'est a l'épreuve (5) que l'on reconnait la valeur du caillou ou 
qu'on le juge méprisable; j'ai dirige (o) vers cet objet le coeur (7) de ma pensee en lui 
donnant du développement (s), et j'y ai mis ma conGance dans le cbangement (9). 

!■■■■!■ !*■■ ■■■■■ il ■■■ ,ll---.— ^^— ^ ■■■!■ ■^■■—1 11 II ■■■ — ^1 1 ■! ■ ■ ■ ^ I 1» I IM^i^»^^^ 

Rome 1851, in-4.*, pag. SI , le tableau place sur la marge de la page. Le mot 4r hasam » y est la repro- 
duction, un peu modifiée, du mot arabe qqì signìfie « muet » 

(1) Littéralcment: « poussière ». Ce mot contient en mème temps noe allusion au calcul du gohàr, 
ou calcul de poussière. 

(2) Le mot arabe traduit par ff barrière » est hifdr et paridt contenir une allusion à un céldl>re traité 
d*aritbmétique, antérieur è Ibn Albannà et intitulé (( Al-hifdrou *l-faghtr ». 

(S) Littóralements (qui conttnt) ff l'action d*écarter le manteau », qaehfou 'l-kitUr. Ces mots renfer- 
ment peut-ètre une allusion à un traité du céld>re Nacór Eddtn Àltbòuct, intitulé Qaehfou '^kind et relatif 
à un sujet appartenant à la trigonometrie sphérique. Yoir Hadji Khalfa, édition de ^luegel, Tom. V, pag. 
212 et 21S, N.* 107S8. Gomparer ibidem M.* 10742. 

(4) Ce mot est employé quelquefois comme expression tecbniqne pour designer Tactìon de « faire la 
preuve » d'une opération arithmétique. 

(5) Ce mot sert en mème temps comme terme techniijue pour designer la tf Térification » d'une opé- 
ration aritbmétique. 

(6) Le mot traduit par te diriger » sert, comme terme technique, à designer l'action de « transformer » 
une fraction donnèe dans une autre dont le dénominateur est donne. 

(7) Le mot traduit par « coeur » se cbange, par une légére modification des points-Toyelles, dans le 
terme tecbniqne qui signifie « xéro ». 

(8) Le mot traduit par u développement » signifie en mème temps le « numérateur total » que l'on 
obtient en rédnisant un nombre mixte, ou certaines antres espèces compliquées de fractions, en usage cbez 
les Arabes, k une fraction ordinaire. 

(9) C'est à dire: au milieu des vicissitudes des cboses humaines. Ce mot paralt contenir une allusion 
à un terme technique forme de la méme racine et qui désigne la k transformation » des équations algébriques. 



fin de 
f. 1 V. 
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Dieu a eu ^gard k ma coatrìtion (i); il in*a recompensé en me réconfortant (s) 
et il m'a aid^ a composero k écrire, et k rediger cet ou^rage. 

J' ai intitnl^ cet oavrage « Le recueil de la moelle et le commentaire de 
Texpose' des op^ratioos du calcai. » 

Dans sa ródaction je me suis fait uae loi de commencer (constamment) par 
meìitionner littéralement les paroles de Fauteur, telles qu'il les a consigne'es dans 
sa composition. Ensuite je les ai fait suivre d*une explication au moyen d*exem- 
ples, et eafin j'ai plac^ en dernier liea la d^monstration et Tindication des causes, 
afin que (chaque tb^orie) soit complète et absolue dans son chapitre et présent^e 
d'une manière claire et speciale en Caveur de ceux qui désirent s' en instruire. 
J'ai iudiqué les paroles de l'anteur au moyen des mots « Fauteur dit telle chose » 
et au moyen de Tenere rouge , de manière a Jes distinguer du commentaire et 
de les mettre k part. Quelques fois aussi j*ai cit^ des passages de ce que lauteur 
a exposé dans (louvrage intitulé) « Le soulèvement du rideau. » Dans ccs cas 
je dirai « il a dit «t de sorte qu*il n*y a lieu k aucune ambiguità. 

Cependant je n'ai pas viole' la virginità de sa méthode | et je ne me suis pas 
frauduleusement appropria les choses admirables qui lui appartiennent (3)» comme 
on abuse d'un homme simple» mais j'ai étudié ce que les anciens ont mentionné 
en fait des principes de cette branche de la science, et ce qu'ils ont expliqué. 

11 est connu que si Fon ajoute un nombre quelconque 

au nombre qui le suit^ le résultat est le doublé du premier nombre plus un. 
11 est connu aussi que Funité est cagale k trois fois un tiers | et que le doublé 
d'un nombre quelconque est égal a trois fois deux tiers de ce nombre. Par con- 
séquent la somme d'un nombre quelconque et de ceiui qui le suit est égaìe k 
trois fois deux tiers de ce nombre plus un tiers de l'unita (4). Donc , si nous 
multiplions le doublé de la somme (5) par le denomina teur des deux nombres, 
on a multipli^ par le triple de ce qu'il fallait. Il est connu aussi, que si Fon 
multiplie le doublé d'un nombre par le triple d'un autre nombre, le résultat est 
égal k six fois le resultai de la multiplication de Fun des deux npmbres par l'autre. 

L'auteur diti et télevation au cube (se fait) par Veìévation au carré de 
la somme (6). C est a dire que la somme des cubes des nombres suivant leur 
ordre resuite de la multiplication de la somme des cdtes par elle— méme. 

La raison de cela, c'est que, si un nombre quelconque est partagé en deux 
parties, la somme du produit de la multiplication du nombre par Fune de ses 
deux parties, plus le rectangle des deux parties et le carré de l'autre partie est 
égale au carré de ce nombre (7). 

En efTet, le principe de la multiplication d'un nombre par un autre nombre con- 

(1) Ce mot signiBe, comme terme technique. k fraction ». 

(2) Les deux mots traduits par c< récompenser » et « réconforter » désignent en mème temps les deux 
opérations algébriques de 1* « opposition » et de la « restauration j> dont la réunioa forme le oom arabe de l'algebre. 

(S) Ges mots signifient en mème temps: je n'ai rien dérobé à son hdte. 

(4)a + (a+i) = »(Y +7-). 

(5) C'est à dire 2 [1 + S + > + . : . + n] ou n(tt + 1). 

(6) C'est à dire 1» + 2« + l» + . . . + n» = [1 + 2 + S + . . . + nj*. 

(7) (a + ò) a + a 6 + ò^ « (a -f 6)>. 
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siste en ce qne nous moltipliions le toat de l*aa des deux nombre par le toat de 
Tautre. Dodc, si Toh divise l'uà des deux nombres^ ou tous les deux, dans un 
nombre qnelconque de parties, il est n<$cessaire de multiplier chaque partie de 
Tun des deux nombres par toutes les parties de l'autre, et d*additionner les ré- 
snltats. C*est par Ut aussi que Ton reconnait la raison de la multiplication sui- 
vant les rangs (des chiffres des nombres), parce que chacun des deux nombres 
mnltiplié l'un par l'autre peut étre decompose dans ses rangs (l), ainsi que vous 
le lirez certainement » si Dieu le Très-Haut le permet , dans le cfaapitre de la 
multiplication. 

Cela étant établi, nous disons que, si un nombre qnelconque est divise' en 
deux parties de quelque manière que ce soit, son carré est égal aux deux carrés 
de ses deux parties et k leur rectangle pris deux fois. 

Soit donc le nombre A divise en deux parties d'une manière quelconque , 
et que ce soient B, C. Je dis que le carré de A est ^1 k la somme des deux 
carro de B et C et de leur rectangle pris deux fois. 

En effet, A étant divise en B et C il faut que nous multìpliions chacune 
de ces deux parties par chacune des deux parties de A. Donc posez-les deux 
fois sur deux raogs, comme il suit: 

B C 
B G 
Nous multiplions B par B, et ensuite par G; pnis G par B, et ensuite par G, 
et nous additionnons les quatre résultats. Mais le produit de B par B est le 
carré de B; et pareillement G fois G est le carré de C; et le produit de B fois C 
et de C fois B est le rectangle B fois B pris deux fois. Par conséquent le carré 
de A est égal k la somme des carrés de ses deux parties et de leur rectangle 
pris deux fois. 

Il est, par Ik, évident que le produit de A tout entier par B est égalau 
carré de B plus le rectangle de B fois G , et que le produit de A tout entier 
par C est <^al au carré de G plus le rectangle de C fois B. 

Donc, si l'on multiplie un nombre par l'une de ses deux parties , et que 
Fon joint au résultat le carré de la partie qui n'a pas servi k la multiplication, 
et le rectangle des deux parties, cela est c^al au carré du nombre. 

On troQTe iei <ur la nurge dn mt. une glose éridemmentdestiDéeàreBiplacerraUnéaimTaiit, etdont 
voici la tradnction. 

J*ai troui^.daiis un antre exenplaire, portant récrìtura de l'auteur, une autie explicatìon à savoir la 



B C A sniyante. ExempU. Soit le nombre AB dÌTÌaé en dèux par- 

ties au point C, et amt la turCue AH le carré de AB. Me- 
nons dn Point G une droite parallèlement à AT , ce aera la 
droite CI, et prenons sur AT un segment équivalent à AG, 
à savoir ADt enfin menons la droite DE panulèlement à AB. 
Alors, pniaqne la tnrface AK résnlte de la multiplication de 
AB par AD, c'est à dire par AGi puùqne la surUce DZ ré- 
snlte de la multiplication de DE, c'est à dire de AG, par EZ, 
c'est à dire par ÈK, c'est à dire par GB; et puisoue lasur- 
face EH résnlte de la multiplication de EZ par lui-mème, 
c'est à dire de BG par lui-mème; il s'ensuit ce que nous nous 
étioDS propose de démontrer. Gela étant établi, nous disons. 



H Z T 

(1) Par exemple 1856 » 3000 .f 800 + >0 + 6' 
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Cela ^tant établi, nous disons qu*il est connu que le cube d*ua nombre est 
le résultat de la multiplication du nombre par «on carr^: Donc e'tant donnés des 
nombres suivànt leur ordre et dont le premier soit 1* unite , si nous d^sirons 
trouver la somme de leurs cubes^ vous multiplierez cliacun de ces nombres par 
son carré et vous additionnerez les re'sultats. 11 resulterà la quantite' cherchée (i). 

Mais le carré d*un nombre quelconque est la somme de son trìangle et du 
triangle du nombre précédent (2)^ aìnsi que nous expliquerons cela certainement 
ci-après. £t le trìangle d'un nombre quelconque est égal a la somme de ce nombre 
plus le triangle du nombre précédent (3)^ ainsi qu'il sera pareillcmeut explique'. 

D* après cela , si nous désirons trouver la somme des cubes des nombres 
suivant leur ordre, et dont le premier soit, par exemple, l'unite , vous multi- 
plierez chacun de ces nombres par son triangle du nombre precédent et vous 
additionnerez les resulta ts. Il resulterà la quantite chercbee (4). 

Soient, par exemple , quatre nombres , dont le premier soit V unite et le 
demier quatre. Nous désirons trouver la somme de leurs cubes. Nous les pò- 
sons donc dans une ligne, comme ci-après, et au dessous leurs trìangles dans une 
autre ligne^ comme vous le voyez: 

12 3 4 

1 3 6 io 

11 faut alors que nous multipliions le quatre par le dix que se trouve au-dessous, 
et par le six qui est au-dessous du nombre precédent. Puis vous multipliez le trois 
par le six, et ensuite par le trois; et pareillement le deux par le trois et ensuite 
par le un. Puis le un par le un. Vous additionnerez les resulta ts et il resulterà 
la somme des cubes de ces nombres. 

Mais le résultat de Taddition de ces produits est précisement égal au ré- 
sultat de la multiplication du triangle du plus grand de ces nombres. par lui-méme, 
c'est k dire de la somme de ces nombres par elle méme (5). 

La raison de cela c'est que le triangle du plus grand de ces nombres , à 
savoir dix, se partage en deux parties, quatre et six; e' est à dire son còte et 
le triangle precédent. Donc, si vous multipliez le dix { par le quatre et le quatre 
par le six cela revient à former le produit d' un nombre par une de ses deux 
parties et le rectangle des deux parties. Si donc on ajoute k cela le carré de 
Tautre partie, il résulte le carré de ce nombre. Mais Tautre partie, c'est six. Et 
il a été déja démontré que le carré du six est égal au produit du six par Tune 

(1) l» 4.2»+!» -#-*« + . .. + (n— l)S-f n8 = l. P + 2. 2'+ 8. 8*-f- 

-t- 4. 4> + . . . + (« -- l). (n — ip + n. n*. 

(4) l» + 2» + S» + 4»+...+(ll-l)« + n«==l.(0-f l)+2.(l+8)+ S(8^-6) + 

. . . ,,r{n—%)(n-r.i) (n— l)n-| , r(n — l)n , n(n + l)"i 
+ M6 + lO)+... + (n-l)[' ^ + — 2 J + ^L — 2 + 2 J- 

(5) 1. (0 + 1) + 2. (l + 8) + 8. (I + 6) + *. (6 + 10) + . . . . + 
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de ses deux parties plus le rectao^e de ses deux pardes et plns l'autre partie, 
c*est k dire ^gal au produit du six par le coté trois , plus le produit du còte'* 
trois par le trìangle trois qui est le trìangle précédent, et eu joigDant cela en- 
core au carré de Tautre partie, a savoir de trois, parce que le six a été divise' 
en trois et trois. Mais le carré du trois est égal au produit du trois par le coté 
deux qui est Tuae de ses deux parties, plus le rectangle des deux parties« c*est 
a dire du còte deux multiplié par le trìangle un, et plus le carré de l'un. Mais 
le carré de Tun c*est un. 

Il est donc rendu évident, par Ik, que si lon multiplié chacun de ces nom- 
bres par son trìangle et par le triangle du nombre précédente la somme des résul- 
tats est égale au produit de la somme de ces nombres par elle— méme et e' est 
ce que nous nous étions propose de démontrer (i). 

L'auteur dit: Quant à Vaddiiion des nombres impairs suwarU Vordre^ eUe 
consiste à éléver au carré la moitié du (noìnbre) jusquauquel (la suite) s*étend 
joint à Vunité. 

U a été dit précédemment , panni les proprìétés des nombres (natureis) 
rangés suivant leur ordre, que les unitésdu plus grand, c'estk dire de celuijusqu* 
auquel (la suite) sVtend, sont égales au nombre (des termes de la suite). Or, il en 
serait de méme pour le plus grand des nombres impairs rangés suiyant leur ordre, 
si ìts nombres pairs étaient intercalés parmi les impairs. Il est connu aussi que le 

(il Gette démoDStration d*Ibn Àlmadjdl s'exprime de U manière suivante en laoguage algébrique moderne: 
l«+2»+8»+4«+ ... + (»— D» + »» = 1. 1» + 2.2» + 8. 8> + 4. 4» + ... + (n — i) (n — 2)» + n. !•»=: 

= 1. (0 + 1) -H 2. (1 + 8) -#- 3 (8 + 6) + 4 (6 + 10) + ... + 

+ (n-i) \ 5 -f — 5 \ + n\ — - — + g — \^ 

== 12 + 2 (l + [2 + 1]) -f. 8 <8 + [8 + 8]) + 4 (6 + [4 + 6]) -f- ... + 

+ (n-i) 5Ì!L:iiii!L:iil+[(«-i)+<!^^^ 

\* nn a 

1> -f- 2 <1 + e» + 4]} - 4' -f 2. l + «• C« + l] = <2 + *)* - S' . 

8* -f 5 (8 -f [« + «]) = S» + ». 8 -f 8. [8 + 83 = (• + S)> == 6S 
6> + 4(6 + [4 + 6]) = 6> + *. 6 + *.[* + 6] =« (4 + 6)> =« 10», 



Mais on a 
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oombre des nombres pairs qui tombent eatre ces nombres impairs^ est plus petit 
* d'une unit^ que le nombre des impairs; et si de deux nombres quelconques Tuo 
dopasse l'autre d*une unite, leur somme est le doublé du plus grand moios l'unite, 
ou le doublé du plus petit plus l'unite'. D'après cela le (nombre) jusqu'auquel (la 
suite) des impairs s'étend, est le doublé du nombre de ces impairs moins l'unita. 

11 a été dé]tL montré, dans la de'termination de la somme de la proportion 
arithmétique, qu'il fallait additionner les deux termes extrémes et multiplier cela 
par la moiti^ du nombre (des termes). Mais (le terme) le plus petit est (ici) l'unita. 
Lors donc qu'il est ajoute au plus grand, il rinite le doublé du nombre des nom- 
bres. Et il faut que nous multipliions par la moitié du nombre des nombres im- 
pairs, c'est a dire par un quait de la somme des deux termes extrémes. Nous 
multi plierons donc la somme des deux termes extrémes par son quart. Mais le 
produit d* un nombre par son quart est egal au produit de sa moitie par sa 
moitié, ainsi que nous expliquerons cela certainement. 

L'auteur dit: Et Vélévation au carré (se fait) par la multiplicatìon d^un 
sixième du (nombre) jusquauquel (la suite) s^étetid^ par le rectangle compris 
sous les deux nombres qui VasH)isinent par après, 

11 faut faire preceder ce problème de deux principes. 

L'un d'eux e* est qu' il faut que vous sachiez que la somme des nombres 
suivant leur ordre depuis l'unita jusqu'au (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'<^tend, 
s'appelle le triangle de ce nombre, 

Soient pris, par exemple, les nombres suivant l'ordrc depuis l'unitt^ jusqu'au 
six, et soient (^crìts) au-dessous leurs triangles depuis un jusqu'k vingt et un, et 
leui-s carrés depuis un jusqu'k trente six; ainsi que le montre la figure suivante 

18 3 4 s 6 

i 3 6 IO 15 SI 

1 4 9 16 S5 36 

Il a éte' déja expliqué, dans ce qui précède, que le carré d'un nombre rjuelconque 
est égal a son triangle plus le triangle du nombre précédent. 

£n vertu de cela (i) on peut dire que les triangles des nombres pris sui- 
vant leur ordre jusqu'k un nombre impair sont égaux aux carrés des nombres 
impairs suivant l'ordre pris jusqu'au méme nombre impair; et que les triangles 
des nombres suivant l'ordre pris jusqu'k un nombre pair, sont égaux aux car- 
rés des nombres pairs suivant l'oi-dre pris jusqu'au méme nombre pair. Et cer- 
tainement l'explication de la signification du triangle se presenterà lorsqu'il sera 
question des nombres fignrés, sì Dieu le Très-Haut le permei. 

(1) On trouTe ki nir la vMrgt da ms. une glose doni voici la tradnction. 

Dans un autre exemplaiie (on lit:) En vertu de cela la somme des carrés des nombres impairs snWant 
leur oidre ou des nombres pairs suivant leur ordre est la somme des triangles des nombres suivant leur ordre 
pris jusqu'à ce nombre déterminé; car le carré de l'unite est égal à son triangle, parco qu'il n'est précède 
de rient et le carré du trois est égal à son triangle plus le triangle du nombre pair précédenti et pardlle- 
meut le carré de deux est égal à son triangle plus le triangle du nombre impair précédent. Et ainsi de 
suite d'aprés le mèmc ordre. Et cerUinement la signification du triangle sera expliquée lorsqu'U «era question 
des nombres figurés, si Dieu le Très-Haut le permct. 

Le second (principe) c'est que tout recUngle forme de deux nombres est égal à ce qui résulte de leur 
produit , loisque 1* un d' cux a été augmenté d'une quantité quelconque , Undis que l'autre a été diminué 
proportionnellement. 
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Le second (prìacipe) e* est que tout rectangle forme de deux nombres est 
égal k ce qui resuite i.e leur produit lorsque Fun d*eux a e'te augmenté d une 
quandte quelcoaque tandis que l'autre a éte' dlminué proportionnellement. 

Pour effectuer robjet que ce. prìacipe a cn vuc il y a deux me'thodes. L*une 
consiste a diviser Tun des deux facteurs par un certaiu nombre, et a multiplier 
Tautrc facteur par ce oiéuie nombre (i) 

L'autre métliode consiste a retrancher de Tua des deux facteurs une quan- 
titc' arbitraire, a prendre le rapport de la partie retranchec a la partie restante 
et à ajouter a l'autre facteur une quantité proportionnellc k ce rappoit (2). 

Exemple soit l'un des deux facteurs six et Tautre huit. Ce qui resuite de 
la multiplication de l'un par l'autre est quarante liuìt. Or» si vous divisez le 
six, par exemple par deux, il rcsulte trois; et si vous multipliez le huit par 
le deux^ il rcsulte seize. Alors ce qui rcsulte | de (la multiplication ) de trois 
par scizc est quarante huit. 

Et si vous retranchez du six par exemple trois, le rapport de cela au res- 
te, k savoir a trois, est celui de l'e'galité; ajoutant par conséquent au huit son 
equìvalent il résulle seize. Alors le résultat de la multiplication de trois par 
seize est (]uarante huit, comme d'abord. 

Et si vous retranchez du six deux, le rapport de cela au reste, k savoir 
au quatre, est la moitid; ajoutant donc au huit l'equivalent de sa moitié, il re'- 
sulte douze. Alors le résultat de la multiplication de quatre par douze est pa- 
reillement quarante huit. 
La cause de cela etc. 

Mais il a éte déja expliquc', dans le second prìncipe, que tout i^ctan- 

gle forme de deux nombres est egal a ce qui resuite de (la multiplication de) 
ces deux nombres lorsque 1' un d' eux a éié augmcnte' d'une certaine quantité', 
tandis qu'elie a e'té retranchée de 1* autre proportionnellement , non suivant sa 
grandeur absolue. Par consdquent un tiers du troisième (nombre) k partir de 
celui jusqu'auquel (la suite) s'étend , et la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la 
suite) s' dtend étant les deux cdtds d'un rectangle, si l'on augmenté le premier 

Z B A Exemple. Soit le rectangle AD forme par le produit de 

AB fois AG, et soit ensuite AC divise au point E. Que 
l'oa prolonge AB de BZ; et soit CE à E A comme BZ à 
AB, c*e&t à dire la partie retranchée à ce mii reste comme 
la partie ajoutée à la ligoe à laquelle elle est ajoutée; 
enfio complétons le rectangle AT. Je dis que les deux re- 
ctangles AD, AT sont égaux. La raison de cela c'est que 
CE est à EA, c'est à dire DH à HB, comme BZ à AB, 
c'est à dire comme HT à HE. Or, le rectangle ED est 
forme du produit du premier par le quatriéme (terme), qui 
sont DH, UE; et le recUngle BT est forme du produit 
du second par le troisième (terme) qui sont HB, HT. Par 
conséquent les deux rectangles ED, BT sont égaux, d'a- 
— près ce qui a été dit précédemmeut. Ensuiteajoutons le 

rectangle AH comme i»artie commune k chacun des deux recUngles. Alors les deux rectangles AD, AT se- 

ront égaux. Et c'est ce que nous nous étions propose de démontrer. 
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(2) Si r on fait 
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__ = -T-, on aura a . ò == (a — m) (6 -f n). 
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de dnix fÓÈS sai pn^ire Takiiry de ftorfte cpi« l'oa obtieat le Iroisiaiie (noBbre) | 
a partir de celai jiisqii aaqiial (la ante) s'éUad, eiacteaeiit« et si l'on dimiiiae 
l'antre saivant la néme proportioo, de sorte qa'il esl redmt à mi <pi»^it<r da 
(nombre) jasqa'aoqael (la saite) s'étend, paice (pie le tiets est aa toat camme le 
sixftme a la moituf; alors oo est tamtné à tiois cótés doot Too est le trùisiime 
(oombre) à partir de celai iosqa'aaqoel (la saite) s*étcnd, Taatre le sccood (noai> 
ìm) à partir de rehii jasqa'aoqael (la saite) s'étend , et le deroier aa sixièoie 
da (oombre) jasqa'aoqael la saite s'tftend. Oo moltipUe dooc le preoiier parie 
secood, et ce qoi résolte par le troìsiéioe. 

L'aoteor dit: Et FélÓHttion au cube (jie fait) par ìa watìtiplicaiion de la 
somme par san doublé moins un (i). L'explicatioa de ce problèoie estcoofor- 
oie a rexfdjcatioo de Fadditioo des cobes des oorabrcs paiis saìroat leor ordre. 
Noos la diffl^reroos donc josqoe Ik; et par li sera eipliqa^ ce qoi Tieotd'étre 
meotiooo^. 

L'aoteot' dit: QuarU à Tadditìan des nombres pairs suivant Vordre^eUe 
cenaste à ajouter au {pombre) jus^piauquel {fa suite) s*éiend , consiamment 
deux^ et à muitiplier la moitié de la somme par la moitié du {pombré) jus" 
qu auquel (la suite) s*étend. 

Attenda qoe le taolnbre des nombits (oatareb) soiTant l' ordre est égal ao 
(oombre) jasqa'aoqael (la suite) s'eteod» mab qoe, cntre les oooibres pairs pris 
soirant l'ordre, manqoent les ntapairs pris soiyaot Fordre , doot le oombre est 
^al ao nombre des pairs, parce qoe le premier des paits «st deox qoi est pré- 
cède par Vvaàté', il s'ensoit qoe, daos les oombres pairt, le (oombre) jasqa'ao- 
qael (la saite) s'éteod est éffl aa doubl» do aombre (des nombres). L'additioa 
des deox tennes extlémes ooósiste donc k ajoater ao (oombre) josqo'anqoel (la 
saite) s'étend deox, parce qoe c'est le premier des pairs. Par conséqoeot oo mol- 
tìpbe deox plos le (oombre) jasqa'aoqael (la saite) s'étend, a savoir la somme 
des deox termes extrdoMs par la moitié da oombre des pairs« c'cst à dire par 
tio qoart do doublé de ce nombre, oo par oo qaart da (nombre) jasqa'aoqael 
(fai stnte) s* èteod. Mais le prodnlt des deox teimes extrémcs par oo qoart do 
(nombre) josqo'aoqoel (la saite) s'étend est égal ao prodoit de la moìtie' de la 
somme des aeax termes extrèmes par la oioitie da (oombre) josqo' aoqoel (la 
saite) s'étend^ eh Verta de ce qoi a étè exptiqoè daos le secood priocipe. Diea 
seni coonaìt la Térité. 

L abteor dit ! A T élé^ùtion au carré (se faà) par la multìpUcatìan de 
deux tiers du (nonAre) jusquauquel {la suite) / étènd , plus deux tiers-.de 
tunité^ par la somme {des nombres pairs siwtples); cu par la multiplic a tion 
étun àjòàme du {pombré) jusips auquel (la suite) s'étend^ par le rectangle com^ 
pris sous les deox nombres qui fopoisinent par après. 

L'anteor meotionne ici deox m^tbodes poor troorer (b somme) des carrés 
des oombres pairs. La secoode est celle qui a étó doonée déjk précédemment 
poor troorer (la somme) des cairésdes oombres impaìrs. En enèt, il a età ex- 
pliqoè, à l'occasioo do premier priocipe, qoe les carrés des nombres impairs oo 



(1) 



Cot à£ic l» + l» + Ì« + ... + (t4— l)« = *»(lii»— 1). 
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des nombi'es pairs (additionnés) niìvaot leur ordre soot égaux aox tmugles dea 
nombres (aaturels additicmiiés) suivaat l^ur ordre jiisqu'au méma nombve impair 
ou (jusqu au méme nombre) paìr ; et que » si ces triangles sont divisés par la 
somme de leurs còtés, il risulte des (quotients) qui se dépasseat mutueliement 
d*nn tiers (i). L'opi^ratloQ reWeat donc a ceei, que la quautiU cherch^e soit d^-^ 
composte en trois còiés^ a savoir Ift moitie' du (Qombre) jusqti'auquel (la suite) 
s* étend » le second (nombre) a paitir de c^ (aombre) et uq tiers du troisième 
(nombre) a partir de ce (raéme nombre) » ainsi que tout cela a éié expliqu^ à 
Toccasiou des carrés des nombres impairs^ 11 n*y a, a cet egard, aucune diffé^ 
rence entre la sommation des impaìrs et des pairs. Enfio le produit de la moi- 
tié du (nombre) jusqu *auquel (la suite) s*e'iend par un tiers du troisième (nom- 
bre) a partir de celui jusqu*auquel (la suite) s* ^tend , est ^gal au produit du 
troisième (nombre) a partir de celui jusqu*auquel (la suite) s ^tend» tout entier, 
par un sixième du (nombre) jusqu*auquel (la suite) s'étend. Or cela, e' est exa- 
ctement la m^tliode pour Taddition des carrés des nombres impairs, 

Quant a la première raetliode, elle consiste a multipiler un tiers du \nom- 
bre) jusqu*auquel (la suite) s'étend plus àenu tiers de Tunit^ par la somme, c*est 
a dire par la somme des nombres pairs pris suiyant Tordre, Il a été àé]k e^^- 
pliqu^, dans ce qui precède, que« si on muUiplie ies uns par les autres ies trois 
cdtés, a savoir la moitiié du (oiombre) jusqu'auquel (la suite) sVtend, le second 
{nombre) k partir de ce (nombre) et un tiers di| troisième (nombre) a partir de 
ce (mime nombre), il risulte la quantite' cherch^e ainsi qu il a e'té dit. Mais le 
produit du second (nombre) a partir de celui jusqu'auquei (la suite) sVtend par 
un tiers du troisième (aombre) à partir de celui iusqu'auquel (la suite) sVtend, 
est ^gai au produit du troisième (nombre) a partir de celui jusqu* auquel (la 
suite) s* ^tend , tout entier, par un tiers du secoqd (nombre) a partir de celui 
jusqu*auquel {la suite) s'étend, en vertu de ce que vous savez. Si ensuite ce qui 
résuite (est multiplie) par la moiti^ du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s*étend, 
il risulte la méme chose que d*abord. Mais si vous muUipliez le troisième (nom- 
bre) a partir de celui jijisqu' auquel (la suite) s*éten4 par deux tiers du second 
(nombre) a partir de celui jusqu'auffuel (la suite) sVtend, alors il faudra multi- 
plier le resultat par un quart du nombre (2). (Le produit qu*ii $*agit de former) 
est donc d^compos^ dans le produit dn troisième (nombre) a partir de celui jus- 
qu'auquel (la suite) s'étend, £ois deux tiers du second (nombre) k partir de ce- 
lui jusqu'auquel (la suite) s'étend^ ce qui résuite (d^vant étre multiplie) par un quart 
du nombre. Mais un quart du nombre des nombres (naturels) suivant leur or- 
dre est égal a la moitìé du nombre des nombres pairs suivant leur ordre; car 
il manque au nombre (des nombres naturels) des nombres impairs en quantite 
égale a ces nombres pairs, ainsi qu'il a e'té dit. La quantite cherchée est donc 

(1) G'est à dire 

T+t + t+ ...+\n—ì) + n l + « + » + ... + (n — 1) ~ »■ 

(2) <2»+2). — ^ . -^ = (2n+ 2).-{2n+l).-j. 
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no rectangle (f ) (forme) de trois cólés doni ran est le troisihne (nombre) à par- 
tir de ce^ josqu'aiiqiiel (la mite) sVtend, Taotre deiix tiers do secood (oom- 
bre) a partir de celoi iosqo'aoqoel (la soite) s'e'teod, et le deroier la moitie do 
oombre des oombres pairg pns soirant Tordre. Or, par qoelqoe de ces (trois 
còtés) I qoe toos commeociety c'est permis. Moltipliex dooc, par exemple le tre»— 
nème (oombre) a partir de celoi josqo' aoqoel (la «oite) s' éìeod par la moitie 
do nombre des nombrés pairs ; et qoe ce qoi risolte soit moltiplie' par deox 
tiers do secoud (oombre) a partir de celoi josqo* aoqoel (la soite) s* e'tend {%). 
Mais le troisième (nombre) a partir de celoi josqo'aoqoel (la soite) s'e'teod dcf- 
posse celai josqo'aoqoel (la soite) sVtend constamment de deox. Lors donc qne 
noos mnltipbons ce nombre par la moitie do nombre (des nombres pairs)» c'est 
comme si noos avions additionné les deox termes extrémes et qoe noos eossions 
moltiplie la somme par la moitie do nombre (des nombres pairs). Mais il a éte' 
déja explìqoe' que le résoltat de la moltiplication de la somme des deox termes 
extrémes par la moitie dn nombre (des nombres) est la somme de ces nombres. 
D'après cela le résoltat de la moltiplication dn troisième (nombre) a partir de 
celoi josqo'aoqoel (la soite) s'étend par la moitie do nombre (des nombres) sera 
la somme des nombres pairs soivant l'ordre. On est donc ramené a la moltipli- 
cation de cette somme par deux tiers do second (nombre) k partir de celoi jos- 
qo' aoqoel (la soite) s' ctend (3). Mais denx tiers do second (nombre) k partir 
de celui jusqo'aoqnel (la soite) s'étend sont deox tiers du (nombre) josqu'aoqnel 
(la soite) s'étend plns deox tiers de l'onite', attendo qne les nombres (naturels) 
soivant leor ordre se dépasseot motoellement d'one onité , et que « par consé- 
qoent , lenrs parties se dépassent mutuellement des parties (correspondants) de 
r (onild) ; ce qoi est é?ideQt. L' opération reyient donc k la moltiplication de 
denx tiers du nombre jusqo'aoqnel (la suite) s'éteod plos deux tiers de l'unite 
par la somme (des nombres pairs simples) (4), ainsi qu'il a été mentionné. Dieu 
seuI connait la véri té. 

L'auteur dit: £^ félévation au cube (se fait) par la mukiplication de la 
somme {des nombres pairs simples) par son doublé (5). 

Pour la déroonstratìon de ce (théorème) établissons préalablement deux pro- 
positioos. 

L'une d'elles c'est que la somme des nombres (naturels) , depuis 1* unite , 
suivant leur ordre, est la rooitié de la somme des nombres pairs prìs a partir 
du deux suì?ant leur ordre , et égaux en nombre aux (nombres naturels) (6). 
Soienty par exemple, quatre nombres (naturels) suivant l'ordre^ dont le premier 

(1) Sic. On le senit attendu i ce que Taatenr dtt: « au solide ». 

(2) («n+2) . |{2»+l)-x="<*" + *>r^**'^*^' 

(I) {2» + 2) . I . ^ (Jtt + 1) = [2 + * + 6 + . . . + fn] . I {«» + *). 



(<) 



[« + 4 + 6 + . . . + 211] . I {2n+ 1) = [|(2n) +|]-[« + *-f 6+ . . . + tn\ 



(5) 2« + 45 + 6« + . . . + (««)• = 2 [2 + 4 + 6 + ...+ 2n?. 

(6) 1 + 2 + 2+ .. + n«i [2 + 4 + 6 + . .. + 2n3. 



PURA ED APPLICATA. 237 

soit Tunite et le dernier quatre; leur somme sera diz. Et soient qaatre autres 
noinbres pairs, dont le premier soit deux et le dernier huit ; leur somme sera 
vingt. Or, chacun des nombres pairs e'tant le doublé de celui qui lui corréspond 
panni les nombres (naturels, pris) sui^ant leur ordre, un des nombres (naturels) 
est au (nombre pair) correspondant comme la somme des uns k la somme des 
autres suivant Tordre. Cela est eVident» en vertu de ce qui a ^t^ établi prece- 
demment. 

La seconde (proposition), c*est que le cube d*un nombre quelconque est ^gal 
à buit fois le cube de la moitié de ce méme nombre (i). 

Exemple. Soit A un nombre donne (s) ; qu* il soit divise en deux parties 
égales, que Fune des deux parties soit 6, et qu*il s'agisse d'eléver A au carré, 
e* est a dire de le multiplier par lui— méme. Or , par sa diyision , chacun des 
deux facteui-s a éìé partagé en deux segments, et tous ces segments sont égaux 
entre eux et égaux a la quantità B. Par conséquent la multiplication de A tout 
cntier par lui-méme est égale a la multiplication de chaque segment de l'un des 
deux facteurs par les deux segments de Tautre» accompagnée de Taddition des 
quatre rdsultats qui sont tous des carrés egaux, et dont chacun est égal au carré 
de B. Mais ces quatre carrés foiment le carré de A; d*oà il suit que le carré 
d'un nombre quelconque est égal k quatre fois le carré de sa moitié. En méme 
temps il est coudu que le cube d'un nombre quelconque est ce qui rinite de 
la multiplication de ce nombre par son carré. Mais la multiplication de A tout 
entier par son carré tout entier , est égale a la multiplication de chacune de 
ses deux moitiés par les quatre parties de son carré ; et de la multiplication 
d'une de ses moitiés par les quatre parties de son carré, dont chacune est égale 
au carré de B, il résulte quatre cubes; de sorte que l'ensemble de ces cubes 
est égal a huit fois le cube de la moitié de (A), et que chacun de ces cubes 
est égal au huitième du cube de ce nombre (A). Par conséquent le cube de la 
moitié d' un nombre quelconque est égal au huitième du cube de ce nombre. 
C'est ce que nous nous étions propose d'établir préalablement. 

D' après cela , si nous voulons additionner les cubes des nombres pairs 
suivant l'ordre, et dont le premier soit deux, et si nous considérons ces nom- 
bres pairs comme s'ils étaìent des nombres (naturels) suivant l'ordre, et dont le 
premier soit l'unite; alors la somme des cubes de ces demiers sera un huitième 
(de la somme) des cubes qu'il s'agit de trouver. Mais il a été expliqué, dans ce 
qui précède sur la sommation des cubes des nombres (naturels) suivant leur 
ordre, que, si l'on multiplie la somme de ces nombres par elle-méme, il résulte 
la quantité cherchéc. Donc vous multiplierez la somme des nombre (naturels) 
suivant leur ordre par elle-raéme et le resultai par huit , afìn qu' il résulte la 
quantité (actuellement) cherchée. Mais le produit d'un nombre par lui-méme et 



(i) 



«.=..(!)•. 



(2) Dans ce qui suit le teste du manaserit arabe présente un certain nombre d* eneurs qui provien- 
nent évidemmeni de ce que le copiate ne comprenait pas bien ce qu* il écrìvait. Mais il est trop tacile de 
reconnaltre ces méprises et de les corriger , pour qu*il vaille la peme de les signaler et de les relerer une 
k une. 
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des nombres ìmpairs dopasse le premier des nombres pairs de Turiìté; et ainsi 
de suite ju8qu*a ce que le deraier des nombres impairs , a savoir le (nombre) 
jusqu auquel (la suite) s*étend, dépasse le dernier des nombres pairs d'une unite. 
La somme des nombres impairs dipasse donc la somme des nombres pairs d'une 
quantite' égale au nombre des nombres impairs. 

Geci étant établi, nous disons qu'il est évident que , si de la somme des 
cubes des nombres (naturels) suivant leur ordre, pris a partir de Tunite', on re- 
tranche la somme des cubes des nombres pairs y compris , il reste la somme 
des cubes des nombres impairs y compris. Or , il a été déjk expliqué que la 
somme des cubes des nombres (naturels) suivant leur ordre resuite de Télévation 
au carré de la somme de ces nombres (i). Mais la somme de ces nombres est 
composte de deux sommes , c*est a dire de la somme deS nombres pairs et de 
la somme des nombres impairs, Par conséquent son carré s*obtient par la mul- 
tipUcation de chacune des deux sommes par leur somme. Maintenant, si la som- 
me des cubes des nombres pairs résultait de la multiplication de la somme des 
nombres pairs par la somme des deux sommes, la somme des cubes des nom- 
bres impairs resulterai t nécessairement de la multiplication de la somn^e des 
nombres impairs par la somme des deux sommes. Mais il a été expliqué que la 
somme des cubes des nombres pairs resulto de la multiplication de la somme 
des nombres pairs par son doublé. En outre si le (nombre) ju8qu*auquel (la suite) 
s*étend est pair, il est évident que le produit de la somme des nombres pairs, 

(1) Pour fàiré ini^vix yoir la suite et l'enchatuement de< misenneoieDtS qui forment la démonstration 
d' Ibn Àlmadjdt , désignons par S« la somme d* uoe suite de nombreS natureb , par St la somme et ptt ti 
le nombre des nombres impairs compris dans la suite , par Sp la somme des nomJbres pairs compris dansla 
suite, de sorte que S^ -^ S^ «« Su t désignonft en outre par S«^ la somme des cubes des méme nombres na- 
turels, par Se^ la somme des cubes des mèmes nombres impairs, et par S«^< la somme des cubes des mèmes 
nombres pairs, de sorte que $«,« .f S^p s= S«,m. 

Gela pose , soit premiètcment le demief teme de là suite nb iMttbte pair , de sorte que S»> S,- , 
l'on aura 

S^ « S* « (S^ + S,)»« S^(S^ + S,) + S,(S^ + S,), 
S^^p * S^ . 2S^ - S^(S^ -i- SJ + S^(Sp - S<) ; 

dono ^ 

S,,i « Se,„ - S^,^ = S<(S^ + S,) - S^(S^ - S|) = 
-S,(S, + S,) - SXS, ^ S,)-.(S^-SJ'- 

- S,. jS| - (S^ - S,)* = S, . «Si - v,*»»S|. jS,-S, = 

- S,(iS, - 1). 

Secondement, soit le dernier terme de la suite un nombre pair, de sorte que S<^ Sp, l'on aura 

s... - s: - S^(S, ♦ S^) * S,(S, ♦ S,) 

S.., = S,(S, + S,) + S^(S, - S,) ^ 

- S, . tó, - S^S, - S,) + S,(S, - S,) = 

- S, . jS< - S,(S, - S,) - (S, - S,)'+ S,(S, - S,) - 
* S, . sS, - (S, - S,)»- s, . «s, - s, - 

- S,(iS, - 1). 
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qui est le plus grand des deux nombres , par son doublé est e'gal a son pro- 
duit par la somme des deux sommes plus son produìt par leur diflférencc. D*a- 
près cela la somme des cubes des nombres ìmpatrs rcsulle du produit de la 
somme des nombres impairs par la somme des deux sommes moins le produit 
de la somme des nombres pairs^ par leur difTérence. En méme temps il a e'te 
expliqué que le plus grand de deux nombres se divise dans le plus petit et la 
difference. Le produit de la difierence par le plus grand est donc egal a son 
produit par le plus petit plus son produit par elle-mémc, c*est a dii*e plus son 
carré. Par suite de cela la somme des cubes des nombres impairs résulte du pro- 
duit de la somme des nombres impairs par la somme des deux sommes moins 
son produit par leur difference et moins le carré de la diffc'rence. Mais il a e'te 
expliqué que le produit du plus j)clit de deux nombres par leur somme moins 
son produit par leur difference est exactement e'gal k son produit par son dou- 
blé. Daprès cela la somme des cubes des nombres impairs rc'sulte du prc 



iprès cela la somme des cubes des nombres impairs rc'sulte du produit 
de la somme des nombres impairs par son doublé moins le carré' de la diffc'- 
rence. Mais il a e'té de'ja expliquc' que la diffe'rence est égale au nombre des nom- 
bres impaii's; et il a été explique en méme temps; dans ce qui pr<k:ède, que la 
somme des nombres impairs résulte de 1' cle'vation au carré' de leur nombre. 

suit donc nécessairement que le carré' de la diffe'rence est la somme des nom- 
bres impairs. Mais le produit de la somme des nombres impairs par son dou- 
blé , si Ton retranche ensuite du rc'sultat la somme des nombres impairs, est 
exactement e'gal au produit de la somme des nombres impairs par son doublé 
moins un, attcndu que le principe de la multiplicatìon consiste k prendrc Tun 
des deux nombres autant de fois qu*il est contenu d'unite's dans l'autre. 

Si le (nombre) jusqu auquel (la suite) s*étend est impair, le plus petit des 
deux nombres est la somme des nombres pairs et le plus grand la somme des 
nombres impairs , ainsi qu' il a e'te' explique' ; et le produit du plus petit des 
deux nombres par son doublé est e'gal a son produit par la somme des deux 
nombres moins son produit par leur diffe'rence. Par suite de cela la somme des 
cubes des nombres impairs résulte alors du produit de la somme des nombres 
impairs par la somme des deux sommes plus le produit de la somme des nom- 
bres pairs par leur diffe'rence, ce qui est le produit du plus grand desi deux nom- 
bres par leur somme plus le produit du plus petit par leur diffe'rence. Or, il a 
été déjk explique que le produit de plus grand de deux nombres par son dou- 
blé est e'gal k son produit par leur somme plus son produit par leur diffe'rence. 
Mais il a été déjk explique'^ (en outre,) que le produit du plus grand par la dif- 
fe'rence est e'gal au produit du plus petit par la diffe'rence plus le carré de la 
difference. D'après cela le produit du plus grand par son doublé est égal k son 
produit par leur somme plus le produit du plus petit par la diffe'rence et plus 
le carré de la difference. En méme temps il a été explique que la somme des 
cubes des nombres impairs résulte du produit du plus grand par Id somme plus 
le produit du plus petit par la diffe'rence. Il s'ensuit donc nécessairement que 
le produit de la somme des nombres impairs par son doublé dépasse la somme 
de leurs cubes du carré de la diffe'rence. Mais il a été explique que le carré 
de la diffe'rence est exactement égal k la somme des nombres impairs. Par con- 
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séquent il résulte du produit de la somme des nombres impairs par son dou- 
blé dimìnué constamment de l'unite, la somme de leurs cubes. Et c*est ce que 
nous nous étions propose de démontrer. 

Il a dit (i): Lorsque le commencement se fait k partir (d'un nombre) dif- 
fórent de l'unite, vous déterminerez le nombre des nombres, ainsi qu' il a eté 
exposi^ prcfcédemment, puis la somme ou (le r^ultat de) Tadditìon a partir de 
l'unite jusqu'ao (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, et ensuite a partir de 
l'unite' jusqu'ao nombre qui précède le commencement, et vous retrancherez le 
plus petit du plus grand. Le deuz tient, pour les nombres pairs, la place de 
l'unite. On opere d'après cette seconde manière dans la sommatìon des carrés et 
des cubes se suivant d'après l'ordre a partir (d'un nombre) différent de l'unite. 
Sachez-le donc. 

Attendu que les méthodes produites et mentionnées (dans ce qui précède) 
pour l'addition des nombres (naturels) suivant leur ordre , et pareillement des 
nombres impairs et des nombres paira , sont fondées sur la condition de com- 
mencer par l'unite dans les deux premiers cas, et parie deuxdansle troisième, 
ainsi qu' il a été dit dans ce qui précède , elles ne s' appliquent pas aux cas 
où le commencement se fait a partir (d'un nombre) différent de cclui exigé par 
la dite condition. A cause de cela on opere alors d'après la métbode ordinaire, 
a savoir celle qui a été déjk expliquée k l'occasion de la neuvième des ques- 
tions composées, c'est k dire du cas où l'on ignore le nombre (des termes de la 
suite) en méme temps que la somme. Cette métbode consiste, pour trouver le 
nombre (des termes), en ce que vous divisez la différence des deux termes ex- 
trémes par la quantité dont (les termes) se dépassent mutuellement, d'où il re- 
sulterà le nombre (des termes) moins un. Ensuite vous multiplierez la somme 
des deux termes extrémes par la moitié du nombre (des termes) d'où il resul- 
terà la somme. Ou bien (on opere alors) d'après la seconde manière, ainsi qu'il 
vient d'étre dit; parce que, si quelqu'un dit : additionnez les nombres impairs 
suivant leur ordre, par exemple depuis sept jusqu'k quinze, c'est comme s'il avait 
dit: additionnez les nombres impairs suivant leur ordre depuis l'unite jusqu'k 
quinze moins la somme des nombres impairs depuis l'unite jusqu'k sii. Par Ik 
est expliqué aussi le reste des cas, parce que le principe est le méme. 

On comprend, d'après ce qui précède, que la première manière est plus par- 
ticulière que la seconde, attendu qu'elle a pour condition l'existence de la prò- 
portion arithmétique , de sorte qu'elle ne comprend pas les (cas des) carrés et 
des cubes. 

La pbrase de l'auteur: « Le deux tient, pour les nombres pairs, la place 
de l'unite », sìgnifie que, si les nombres pairs (pris) suivant leur ordre, et leurs 
carrés et leurs cubes, commencent par le deux , on opere d' après la méthode 
particulière précédemment mentionnée; que^ si (la suite ne commence) pas (par 
le deux), on opere d'après les deux manières qui viennent d' étre mentionnées, 
pourvu que la chose demandée soit seulement d' additionner les nombres pairs 



(1) Ces mots indiqueiit que ce qui snit est extrait du ce Soulévement du rideau » d'Ibn Albannà, aio» 
qu'Ibn Almadjdl en a prérean le lectenr dans sa préface. Voir ci>dessns, pag. 828, lig. 14 k 16. 

Tom. VI. NT 5. 31 



t. 
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- ^s^' ^Nttot a la saaicre de troorer les cMés rifiii—ili Àts 

"^^ d*a«Uea /pwMaoeet), et z ce ^pi %'j i 

•meat JaM le dbpitre dea radMS, ù Vkem, le TiMbat, le , 

Il a dit : r eipose (dea ptopciétéi) dea carrai cat Coadé mt ( ceOcs ) 
triniglff, et pareifleaM&t (la tliéone) dea prafigoett et dea astica wi 
gnrét. ExpliqMa dcw; cda, et eipiiqa<i«a la attoiève de lea tnwrcr, _ 

f, tu r. ropératÌMi (ddot os ae aert^ daoa ee (iMt) et daoa lev additim. | tomx 
eom j e m daaa Yoféntìoa m em ù om m ée dana le Traile. Je dia 
■budella placeat lea Boadvea anraBt leor oidre dana ine 
lent «r c6céi », en lea afnadlaBt aox lignea; qv'ils GOBaidocnt F 

cootemot Tirtaelleaeiit tootca lea fianca, 

carré f et ckacmae dea aatrca figorca TirtadleaMBt; qvlla ■ildiliii^i ai F «2^' 
oovae tnaii|;le, an deax amme cMé, d*o4 rénhe ie secood triaKle, ' 

additìomieot eowu U ceioi-ci an troia , 
trìangley etc. 




(f ) Pniaqae dooc nova arooa obtcnn camme rémóiMt 

qnantiUf cofliposéea, moltiplioiia le cnbo-cabe par mi. en róaltcm (le c«.,v- 
cobe) hn-mème^ et nona le poaooa dana ose prcnnere figne. Enaoite noas mal. 
tipliooa le qnadrato-irobe par dh, et nona posoos le rémltat dana une accoode 
lìgne. Aprea cela mma nraltiplMxia le cMé j c'cat a dire le aeize, par le coeS- 
dent dea cobea^ et nona posoos cela dana nne trnaièaie ligne. Enfia no^ pia- 
gont le coeBóeat dn carré daoa noe quatrieme ligne. Hooa additioonoiia^^ 
qoatre lignea^ d'où il prorient ce qoi ae troore ao-deasoa da Irait, et cela est 
le rémltat dn premier meodbre de Téquation. 

Eoanite oooa maltiplioaa le carré<arré par le coeffident da caiMMraBe et 
Doos posoiM cela daoa noe preoiière ligoe.J Noos moltiplìoos le cobe par le 
coeffident do qaadrato<nbe et oooa posoos cde daos noe aecoode Hgne. Pois 
oons mnltiplions le carré par le coeffideot do carré<arre, et oims poaooa cela 
daos noe troisième ligoe. Nona addìtionooos cea troia lignes, et il résolte ce qoi 
se trooTé an-desaos dn tndt. Cela est le résoltat dn secood meaibre de l'^raa- 
tioti, et est cooforme an premier 



(1) Pour naUUifence àe ce tpi nit je ferai olMerrer tpH s'agit id de 

^ + 10 «7 ^. 648000 X* + 11661400 «« s 461 2* + S400 afi + 1S4|0 Ji*, 

et qae l'on a 

X ^ Ì6 X* = 6SSS6 

tfimmtH afi^ 1048S76 

X* « 4096 «* s 16177116. 
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11 est cfvìdent par Ik que la différence entre les deux parties est deux carr^s 
moins dix, et non dix moins deux earrés, si par hasardvous a vlez d'abord sup- 
pose cette différence égale a dix moins deux carres. 

Vous étes arrivé, dans cet exemple, a ce qui a éte' expliqué précédemment, 
a savoir que Ton ne doit pas affirmer qu*UDe solution ne peut pas étre juste, 
a moins d* avoir passe , pour les deux résultats oppos^s qui rt^sultent de 1* au- 
gmentation après la diminution, d'un nombre au nombre immédiatement suìvant. 
Alors la justesse sera de'termine'e dans cette dernibre forme. Cpnduisez donc l'o- 
peration dans ce cas conforme'mcnt a ses condì tions, et vous opérerez juste, si 
Dieu, le Très-Haut, le permei. 

J*ai propose tous les problèmes de cette section comme des (cas particu- 
liers) déri?e's d* un seul (probl^me) fondamental, afin de rendre evident par là 
que de tous les problèmes pre'cédemment mentionnés il peut étre déduit une in- 
finite (de cas particuliers). 

Que ceci soit la fin de ce que nous avons pre'senté dans cette composition 
be'nie. Dieu seul connait la verite'. 

L'achèvement de cet (ouvrage) eut lieu a i*aube du jour bèni de mercredi, 
le sixième (jour) du mois sacre de Dzoùl-hidjdjah de V annèe huit cent trente 
qua tre (i), par la main de celui qui a besoin du Dieu Tr^Haut, qui Ta écrit 
et compose, Ahmed Ibn Almadjdi le chàféite, puisse Dieu pardonner a lui , a 
ses pére et mère, et a tous les musulmans, amen, amen. Que la bènédiction et 
le salut de Dieu soient sur la plus noble de ses cre'atures, Mohammed, et sur 
sa famille. 

Ceci est la Gn de ce que j*ai trouve' dans Texemplaire de mon seigneur , 
qui fut ecrit de sa main , puisse Dieu le Très— Haut prolonger sa vie ; sur le- 
quel (exemplaire) j'ai copie le présent exemplaire. L'achèvement de la copie de 
présent exemplaire eut lieu vers midi, le lundi, dìx-septième (jour) du mois de 
Rabia second de 1* annèe huit cent quarante (2). Et cette copie fut fai te pour 
son propre usagc, et pour l'usage de qui il plaira a Dieu après lui, par Tes- 



(1) Cette date correspond au mercredi, 15 aoùt 14S1 de J.-C. 

(2) Le Gatalogue des Mss. orientaux du British-Museum donne ici, comme datedu mois, dans letexte 
qu'il reproduit, le yingt septième, et dans la traduction latine dont il accompagne ce texte, le vingt-sixième. 
L* un et r autre est errane. Le Ms. porte en réalité le dix-septiémc : et ce qui preuve eu outre que cette 
l69on est la bonne, c'est que le jour dont il s*agit doit étre en Lundi (feria secunda), ce qui a lieu en effet 
pour le 17 Rabta II de l'annéc 840 de l'bégire qui correspond au lundi 29 octobre 1436 de J.-C. , Undis 
que le 27 Rabta II de l'année 840 de l'bégiie est un Jeudi. 
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clave qui a besoin de la mìsérìcorde de son mailre le rìche et réternel, Aboùl 
Baraqàt Moliammed Ben Mohammed Ben Mohammed Ariràki , puisse Dìeu par- 
donner k lui, k ses pere et mère, aux doctears (qui l'ont instroit) , et a cha- 
cun de lous les musulmans, amen. Que la bén^ction et le salut de Dieu soient 
sur notre seigneur Mohammed, sa famille et ses compagnons. Dieu nous sulYit, 
c*est le meilleur des protecteurs. 
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MaNUSCRIT coté CCCCXIX DES MANU8GRIT8 0R1ENTAVX DU BRITISH MU8EUM 

(7470 DES MANUSGRITS ADDITIORNELS) 



(Volume in A* de 114 feuillets en papier, dont les deux premiers, et les deux demiers sont des feuillets de 
garde non numérotés. Les 110 autres feuillets sont numérotés aux rectos avec les numéios 1 à ilO 
éerits an crayon en chiffres moderaes, et aux versos avec les numéros làlOOetlàlO écrits à Tenere 
en chiffres arabes orieotaux. 

Ce manascrit est occupé depuis lig. i du verso du feuillet numéroté S, jusqu'à lig. 11 du recto du feuiUet 
numéroté 110 , par la copie d' un Traile intitulé « La de da calcul » par Djamchtd Ben Mas' oùd 
Ben Mahmoùd, le médecin, sumommé Gbiyàth (Eddtn) Alqàchànt. La copie est datée du Inndi, (2 7) 
Ghawwàl de Tannée 997 de l'hégire, ou (probabkment) 14 aoùt (1), iS89 de J.-G. 

Le verso da feuillet numéroté 1, et le recto et verso du feuillet numéroté 2, sont occupés par un premier 
projet de la préface qui se distingue de la rédaction oui oecupe le verso da feuiUet numéroté S » 
particulièrement en ceci qu'il renferme une dédicace adrcssée au célèbre Sultan de Samarkand, Ouloug 
Beg Goùrgàn, et une table très étendue des contenus des chapitres de Touvrage entier. 

L'auteur rat un des astronomes qui prirent part à la rédaction des Tables' d'Ouloug Beg, mais mourut avant 
Tachévement de cette oeuvre. Comparer Thomas Hyde, Tabulae long, ac lat. stellarum fixarum, ex 
observatione Ulugh Beigbit Oionii, 166,5, in-4% douziéme page (non numérotée) de la « Praefatio ad 
» lectorem », lignes S k A et 18 à 2i. La préface de la (( Clé du calcul » dont je fais suivre ici la 
traduction, contient des ìndications nombreuses et intéressantes sur les autres onvrages de Djamchld 
Ben Mas*oùd. 

Les numéros des feuillets marqués en marge des pages 22 à 25 de la traduction ci-après se rapportent à la 
niimération écrite au crayon et mentionnée ci*des8us. 



A 



u nom de Dieu cl^ment et mis^ricordieux. Louage a Dieu qui est unique 
pour la cróation des unitds, et qui est seul cause de la composition des nom- 
hres (2). Que sa bénédìction soit sur la meilleure de ses cróàtures, Moliammed, le 
plus puissant des intercesseurs au jour terrible de la rósurrectio(n^ sur sa famille, 
et sur ses enfants qui guident dans les chemins du salut et de la bonne direction. 

Pour en venir au fait. Celuì qui, parmi les créatures de Dieu, le Très-Haut, 
a la plus bésoin de son pardon, Dyamchid Ben Mas'oùd Ben Mahmoùd^ le mé- 
decin, sumommé Ghiyàth Alqàcliànì, que Dieu fasse prospérer se situation, dit: 

J*ai fait des opera tions du calcul et des règles géométriques Tobjet d'une étude 
approfondie, de sorte que j*en ei saisi les vrais procédés et que je suis parvenu 
au plus haut point dans leurs finesse. J'en ai éclairci les parties obscures et dif- 
ficiles, et j*en ai résolu les questions douteuses et compliquées. J*ai découvert 
des règles et des théorèmes nombreux concernant ces sciences, et j*ai obtenu Ja 
solution de problèmes qui avaient pam tellement ardus a beaucoup d'autres sa- 
vants qu'ils avaient renoncé a s*en occuper. C*est ainsi que j ai refait le calcul 



(1) Le mois de Ghawwàl de l'année 997 deThégire comprenda lundis qui corresnondent tespectivement 
aux 14, 21, 28 aoùt et A septembre de Tannée de 1589 de J.-C. Ladatenumériquedu jour du mois manque 
dans le manuscrit. 

(2) Dieu est le représentant par excellence de Tunité, et Tunité est, par le moyen de la composition, 
le principe de la formation des nombres, « fons ot origo numerorum ». 



t. i V. 
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de toutes les colonnes des tables llkhàniennes (i) d*apr^ les methodes les plus 
exactes, et qui j'ai compose les tables appelées Khàkànìennes en vue de com- 
pléter les taibles nkhàniennes (s). J'y ai réuni tout ce que j'ai iuveolé ea fait 
d'op^rations astronomiques, et qui ne se trouvait point dans d autres tables, en y 
ajoutant des démonstrations ge'ome'triqucs. J'ai compose' aussi les Tables servant a 
faciliter les op^rations, et divers autres tableaux. 

J*ai compose , en outre , des me'moires , (tela que le memoire intitule') le 
Parfait, sur les (3) doutes qui se sont présentés aux anciens au sujet des dls- 
tances et des volumes ; le mémoìre (intitule) le Contenant , sur le rapport du 
diamètre k la circonfórence, et le memoire (intitule') la Corde et le Sinus, sur la 
manière de de'terminer ces deux (lignes) pour le tiers d*un are dont on connaìt 
la corde et le sinus. Ce deniier (problème) est encore un de ceux qui ont of- 
fert des difficult^s aux anciens , ainsi que V a dit 1* auteur de V Almageste en 
s*exprìmant a ce sujet en des termes qui signifient ce qui suit. Il n'existe pas 
de m^thode en aucune fa^on, pour connaitre line'airement la corde du tiers d*un 
are dont on connait la corde. Or, puisque*il en est ainsi, nous avons imagine' 
un artifice pour trouver la corde d*un de'gre' avec une approximatìon très-exa- 
cte (4). Et pareillement il a dit auparavant, au sujet de la manière de trouver 
la corde d* un demi-degre' , qu' il \i existe pas de me'thode pour la de'terminer 
(d*une manière absolue). 

J*ai aussi invente' 1* instrument appele' le Disque des zoncs , et ]bì e'crit 
sur la manière de le construire et d'(en) connaitre (l'usage) un me'moire intitule' 
les D^lices des jardins. C*est un instrument qui sert a d^terminer les longitudes 
Traies des planètes, leurs latitudes, leurs distances de la terre, Icurs rétrogi*a- 
dations, les occulta tions et les e'clipses, et tout ce qui s'y rattache. 

J*ai trouYé des re'ponses a des questions uombreuses que m' avaient pro- 
pose les plus distingues des calculateurs, soit pour me mettrc a re'preuve, soit 
pour s*iostruire; et quoique ces questions n*aient pas e'te' toutes re'dusibles aux 
six cas algébriques (5), je suis parvenu , a 1* occasion de ces ope'rations, k des 
tbeorèmes nombreux , k 1* aide desquels les ope'rations du calcul peuvent élrc 
traite'es de la manière la plus aise'e, d*après la méthode la plus facile, avec le 
moindre travail, avec la plus grande utìlite', et en pre'sentant Texpose' le plus clair. 

J*ai donc juge' convenable de les ressembler dans un recueil, et j*ai forme' 
Tintention de les de'velopper avec clart^, de manière que ce soit un man nel pour 

(1) Les Tables Ilkàniennes furent composées par le célèbre astronome Nactr Eddtn Althoùci (né en 
1801 et mort en 1874 de J.-G.) en honneur du Khan mongol Houlagou qui mit fin au Khalifat de Bagdad 
par la conquète de cette ville en 1258 de J.-G. , et qui fit construire pour Naclr Eddìn 1* observatoire de 
Meràgbah. 

(2) Ces mots à partir de « appelées » sont laissés en blanc dans le texte ras. Je les ai rétablis au moyen 
du paasage correspondant, fol. 1 v? du ms., dans le premier projet de la préface. 

(S) Au lieu des mots <( le Parfait, sur les », le passage correspondant du fol. 1 v." }K)rte: ((parc&em- 
pie le memoire intitule L'échelle du ciel, sur la solution des ». 

(4) Gomparer; composition mathématique de Glande Ptolémée , traduite etc. Par M. Halma , T. I , 
Paris, i818, ìd-4.* Pag. 84, lig. 5 et suiv. du texte grec. Il me semble qu'en cet cndroit la traduction fran- 
caise ne serre pas d'assez près les exprcssions de l'originai. 

(5) G'est à dire à aes équations du premier ou du second dégré. Les six cas dontils'agit sontrepré> 
sentés par les équations 
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les amateurs , et un moyen d' augmenter encore la perspicacit^ des personnes 
douees d mtellìgence. 

Exemple* Nous désirons (coDnaitre) la somme des resultats des produìts '* ^^ **< 
(formés) pour chacun des nombres jusqu a six, (en multiplìaat d* abord chaque 
nombre) par le (nombre^ suivant, puis le resultai par le (nombre) suivant. Nous 
additionnons (les nombres) depuis Y unite jusqu* au cinq. Ce sera quiaze. Nous 
multiplions cela par quatorze. Il risulte deux cent dix, ce qui est la quantite 
cberchee (i). 

Deuzième règie. Si nous désirons (connaitre) la somme des carr^ des nom- 
bres suivant Tordre depuis Tunité jusqu a combien nous en voulons, nous ad- 
ditionnons une unit^ an doublé du dernier nombre et nous multiplions un tiers 
de la somme par la somme des dits nombres (s). 

Exemple. Nòus désirons additionner les carrés des nombres suivant Tordre 
depuis Funité jusqu*k six. Nous ajoutons au doublé de ce (dernier nombre) une 
unite. Il risulte treize, ce dont le tiers est quatre et un tiers. Nous multiplions 
cela par la somme des dits nombres, laquelle est yingt et un. 11 résulte quati'e- 
yingt onze. 

lyeizième règie. Si nous désirons additionner les cubes des (nombres) sui- 
vant l'ordre depuis lunité (jusqu a) combien nous en voulons, nous multiplions 
la somme de ces nombres par elle-méme; il resulterà la quantite cberchee (a). 

Exemple, Nous désirons (connaitre) la somme des cubes des nombre sui- 
vant Tordre depuis Tunité jusqu k six. Nous additionnons ces nombres. Ce sera 
vingt et un. Nous multiplions cela par lui-méme. Il risulte quatre cent quarante 
et un, ce qui est la quantità cberchee. 

Quatorzième règie. Si nous désirons (connaitre) la somme des carré-carrés 
des nombres suivant Tordre a partir de l'unite, nous retraochons de la somme 
de ces nombres une unite et nous prenons constamment un cinquieme (4) dn 
reste. Nous Tajoutons a la somme des dits nombres, et nous multiplions ce qui 
en provieni par la somme des carrés des mémes nombres. II resulterà la quan- 
tite cherchée (5). 

Exemple. Nous désirons additionner les carré-carrés des nombres suivant 
l'ordre depuis l'unite jusqu a six. Nous prenons la somme de ces nombres, ce 

(1) 1. 2. V+ S. I. 4 + 3. 4. 5 + . . . + (n — 2) (n — 1) n = 

« [1+ « + 8 + . . . +<n— 2) + (n- 1)1 
[1 + 2 + I + . . . + (n — 2) + (n — 1) — 1]. 

(2) la + 2» + la + . . . + n» « !!L±Ì [1 4. 2 + I 4. . . . + n J. 

(3) i»4.s8_|. 184. ...4. „8.(;i4.2 4. J4... .-i-n]». 

(4) Le texte ms. porte ici « un tiers a. Mais Texemple qui suit proave que ce n'cst qu'nne errcur 
•r de copistc. 

(5) i*+844.844....4.n*«Q5 1 + 24.14. ... 4.(n-i)4.n-i} 4-{ 1+24.84.... 4. n}]. 

} i>4-2>4.t>4-.. . + n»}«^{ «w»4-l5n* + i0n8— n}. 
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qnì est fingt et m. Noos en retrandioB» mie unite; il reste wìnff.. ?loas en 
prenoBf le cinqnièiiie, ce qui est qoatre. Noas l'aioatoi» a Tingt et lu; il pny- 
fieni yfìogi óaq, Hoas iiltiplions cela | par quatre-ringt onze, ce qoi est la 
Manie da earrói des mèmts ooniures. Il réialte devx niUe deux cent aoiiante 

ffttUUt' 

Quinzième règfe. Si noos déiÌTOiis (conoaìtre) la somme dcs pùsances 
soirant l'ordre poor im nomlyre qnelcoiupie a partir de la première prassaace, 
ce qoi fait eocore partie de ce qne noos avoos décooTert (i), non» retrandioos 
de la dennère possance coostamment une nnite' , et noos moltiplioos le reste 
par la première ptiimancf. Koos diriscMM (ensoite) le résnltat par m& iioml»re 
moindre d'une onit^ qne la première poissance. Ce qni résolte est ce qne nous 
arioos àéùré. 

jÉutre manière, Noos retrancfaoos de la dentière poisiance la prenùère pois- 
sance, et noos dirisoos ce qoi reste par no nombre moindre d' one unite qoe 
la première poissance* A ce qni en résnlte noos ajoatoas la demière poissan- 
ce, afin qnìl rénilte la quantità diercliée (s). 

ExtmpU de la premiare manière, Etc. 

(f ) le teste sm. fot 
» é umèi€ fmtnmrr et mem 
» ehofcfaée, E ximpie . » Afri» et 
iCBtqaeee pMMge ut «e travre 
féaéval eette pertìe èm wu. cK < 
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SULL' INTEGRAZIONE DELL' EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 
A COEFFICIENTI COSTANTI FRA DUE VARIABILI 

HKMORIA 

DEL PROFESSOR 

BARNABA TOATOUBTI (*) 



1? I Geometri si sono mollo occupali, e da lungo tempo sul!' integrazione del- 
r equazioni differenziali lineari a coefGcienli costanti fra due variabili x^ y. Sono co- 
munemente cogniti i differenti metodi da essi adoprati, ed uno dei più eleganti può 
esser quello che desumesi dall' analogia delle potenze con le differenze , come può 
vedersi in particolar modo dalle Memorie del sig. Cauchy pubblicate nel 2? voi. de- 
gli Exerdces de MathemaUques od anche nelle Memorie dell'Accademia delle Scienze. 
Noi premettendo pria qualche generalità sull' integrazione delle equazioni, ed alcune 
formole fondamentali suU* analogia delle potenze con le differenze passeremo a risol- 
vere la questione propostaci. 

2? Sia tt =^ 

un'equazione finita fra due variabili x, y, la quale differenziata darà 

Ada; + Bdy = 

viceversa tt=0 potrà esprimere l'integrale dell* equazione differenziale; ma siccome 
il medesimo differenziale può ottenersi dall'Equazione 

ti = a 

essendo a una costante arbitraria; cosi diremo che 1* integrale completo dell'equa- 
zione differenziale del primo ordine dovrà contenere una costante la quale può es- 
sere svanita nella differenziazione; nello stesso modo, prendendo u qual funzione della re, 
il differenziale secondo d'u = potrà provenire dalla equazione 

I* =: a 4- te 



n Questa Memoria fu redatta da lungo tempo: e dopo una tal redazione mi occupai con qualche 
eateniionc sulle applicazioni del Calcolo dei Residui ali* integrazione delle equazioni. Potendo ancora 
questa Memoria dar motivo a promuovere i metodi generali, si è creduto non del tutto inopportuna la 
pubblicazione. 

Tom. VI. ir. S. 32 
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essendo 9 a, b due costanti arbitrane, ed a; la yarìabile indipendente, similmente 

B =0 + te -f-cac* 

verificherà l' equazione differenziale del terzo ordine d^u = 0, per cui il suo inte- 
grale completo dovrà contenere ite costanti arbitrarie le quali possono essere svanite 
neDa differenziazione; in generale chiamando Co, G„ G^, G3 ... G^».,, n costanti ar- 
bitrarie; r equazione finita 

verificherà l'equazione differenziale d'u = dell'ordine n"'*" e ne sarà il suo in- 
tegrale completo, conlenendo altrettante costanti di numero indicate dall' ordine del- 
l'equazione; se nell'integrale completo si ponga una, o più costanti eguali a zero, 
o pure si eguagliano fra di loro alcune di esse, allora 1* integrale non cessa di ve- 
rificare requazione differenziale dell' ordine n*f^ , e si chiamerà integrale particolare, 
quando in esso il numero delle costanti oltre di essere minore dell' ordine dell'equa- 
zione verifica l'equazione differenziale ed è compreso nel!' integrale completo; ciò è 
molto importante di avvertire , mentre vi sono alcune espressioni finite , le quali 
quantunque verifichino Tequazione differenziale, conlullociò non sono comprese nell'in- 
tegrale completo per qualunque valor particolare che si volesse attribuire alle ar- 
bitrarie costanti; si fatte espressioni si chiamano soluzioni particolari dell'equazioni 
differenziali. 

3? Passiamo ora alle dimostrazioni di alcune semplicissime formole riguardanti 
r analogia delle potenze con le differenze. Se abbiasi l' espressione differenziale 

dz = {(x) dx 
è chiaro che l' integrale si rappresenterà 

z s= / f (a?) da;. 

Le diverse espressioni tanto differenziali, che finite si possono porre sotto forme sim- 
boliche, se la derivazione delle funzioni si indichi con una lettera unica D, per cui 
sia lo stesso il significato delle due formole 

5|=f(«) e Dz = f(x). 

Gonsiderando D qual fattore simbolico della z, é evidente che la derivazione delle 
funzioni viene espressa da prodotti simbolici della lettera D con la funzione z; 
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quindi anche il suo integrale nmbolieo sari 

In un modo del tutto simile le due formole identiche 

à*% 

avranno per integrale, il secondo dei qoali simbolico 

*^SS<t{x)ix\ e *-2^ 

dunque la lettera D" a guisa di potenza, e prodotto di una funzione indicherà un 
numero n di derivazioni e la medesima a forma di divisore indicherà un' integrale 
multiplo dell'ordine n. La slessa notazione si estende per più derivazioni eseguite 
sopra una, o più funzioni, e di diverso grado; cosi se F (r), f{r) indicano altret- 
tante funzioni intere di grado m, n, della forma 

^ (r) = r^ -j- a^f^-^ -+- ajr'^* -f- ... -ha, 

F(r) = r^ -h ft.r^» + òjT^* -h ... 4- b^ 

e si avessero l'espressioni differenziali eguali 



d"u d"~'ti d*-*a 



— dP^"*"*- dx'-« -^^^ dar- -*-••• "^ *w«(^) 

secondo la notazione delle derivate si avrebbe 

©•u -+• a, !)•"' ti -+• a, iy~* tt -h ... 4- a^u 

od anche secondo l'espressioni simboliche 

r(D)tt = F(D)A(*) 
quindi V integrale parimenti simbolico sarebbe 
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Le precedenti avvertenze basUno a dedurre che indicando sempre con F (r) , f{r) 
altrettante funzioni intere della r, un complesso di derivazioni sopra una funzione 
indicau dai simboli F (D) f (D) possa invertersi mediante l'eguaglianza 

F(D)(f (D) /•(«)) -f(D)(F(D)f(x))==(f(D)F(D))n«) 

Infine le quantità esponenziali sono assai proprie a farci conoscere alcuni risultati de- 
gni di essere osservati; infatti indicando per r una costante reale, od imaginaria 
avremo evidentemente 

D". er'=> r* ^' 
Nello stesso modo 

D.eT'fix) =e^(rf(«) ^ D.f(xA 
od anche simbolicamente 

h.er'f{x)=^er'(r-hh)f{x) 

Proseguendo la derivazione si avrebbe 

D«.e^'= (r 4- D) D.e^f («) ^^T'ir-h D)7(«) 
purché si muti la potenza in ordine di derivazione; ed in generale si stabilisce 

D*. eT' f{x) = e^ (r + D)*f (a?) 
Da queste si deduce ancora l'altra 

F (D) e^f (a?) -= e^' F (r 4- D) f{x}. 

4? Nel caso che F (r) sia una frazione razionale, le formole stabilite rappresen- 
tano altrettanti integrali, che se nell' ultima formola si sostituisce €~^f(x) in luogo 
di f(x) deduciamo una nuova espressione simbolica 

F (D) /•(«)= iT' F (r -h D) r^ /• (») 

della quale noi ne faremo un gran uso nell* integrazione dell* equazioni lineari. Siamo 
ora in portata a risolvere due problemi semplicissimi, i quali e* introdurranno nella 
integrazione dell' equazioni lineari , e che essi stessi contengono , od esprìmono gli 
integrali di due equazioni differenziali particolari , e che sono inclusi nel seguente 
enunciato. 

Determinare il valore di una variabile y funzione della a;, la quale debba ve- 

rificare la condizione à^'^^ ^^^ ^V "" ^ 
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più generalmente 

essendo f{x) una funzione qualunque della x: alla prima condizione si sodisfa im- 
mediatamente , col richiamare quanto abbiamo esposto al principio di questo Capi- 
tolo, e che riguarda 1* integrazione di equazioni qualunque differenziali; cioè, 

essendo Co, C^, Cf... C^h-d altrettanti costanti, ed esprimerà evidentemente l'inte- 
grale completo dell* equazione differenziale 

D«y = 

Riguardo alla seconda osserveremo primieramente che se un integrale indefini lo 

u = ff(x) ex 

comincia dal valore x &= Xq si potrà rappresentare sotto la forma dell* integrale de- 



finito. 






Ci^ posto il valore della y che dovrà verificare la seconda delle «nominate condi- 
zioni sarà r integrale multiplo 



od anche 



Px Px rx 

l/'o i/'o %J*Q 



se 1* integrale ha origine da x = x^ : che se questo si assoggetti ad n — 1 deriva- 
zioni sarà 

dx* 
od anche 






Compongasi ora l'inlegrale definito 
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t, ù tmofgtUi ad s — 1 éen^anm rìgoardo aOe x risallen 



Ù' 



immfae rìslegnle ■nll^lo deO' ordine »; òtte 
si ^[uagfienttiBOy otfia 

jmrebè si mettano in eridenza le costanti arbitrarie che possono essere sranile nella 
differenziazione. Dalle cose fin' ora esposte risulta che V eqoazione differenziale 
iy*|f ts» f(x) si Terifica con nn integrale definito cioè 



>°X i!2.3...'!i-i ^<'>'^ 



srilnppando il binomio secondo le potenze ascendenti della z , si potrà mettere sotto 
la forma 



Cbe se per ogni integrale mettiamo in evidenza nna costante, e si rappresentino per 
le nuove costaiti, le aMidie divise respettivamente per i prodotti 

si avrà evidentemente un risultato della forma 

y » C<^„ aj^»+ C^^^ar^-H ... + C,« -h Co 

+ ... ± rinvia) <bl . 
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A questa medesima formola saremmo giunti decomponendo V integrale multiplo in 
altrettanti integrali semplici mediante il principio deli' integrazione per parti; dun- 
que rintegrale completo della proposta equazione differenziale sarà espresso dalla 
formola 

y == Co4- C,x 4- C,»"4- ... 4- C^^„ a5*-' 



i:2ikriJj''-')"-vw<'' 



Ognun vede che si compone di due parti la prima delle quali corrisponde a f (z)-0. 
Se in luogo della f{x) si avesse la funzione é"^f(x) allora l'integrale dell'equa- 
zione 

D"y = €-"/•{«) 
sarebbe evidentemente 

y = C. -4- C.a;-4- €,«•-+- ... -+- €.«,«--».+- r JiZl!L"11.e-"/'(2]d«. 

Questi due esempi solamente bastano per poterci far conoscere 1* integrale dell* equa- 
zioni lineari a coefficienti costanti ed in tutti i casi possibili. Ci rimane ad avver- 
tire per la brevità delle formole che una somma di termini simili della forma 

«pH- «i-H «aH- «3-+- ... -H M„ 

verrà da noi rappresentata con il simbolo sommatorio ]^ posta avanti Ja lettera u, 
in modo da aversi 

«oH- !*,-+- tt,4- M3-f- ... -f- M,= 2". 

5? Sia ora data un'equazione differenziale lineare dell'ordine n a coefficienti 
costanti, ove il secondo membro sia zero, sarà essa della forma 

d-w d"-«t/ d"-'v 

^»S^»"^^'d^"^^'d5^-+---^^-2^=^ 

la quale secondo la notazione della derivata sarà anche 

Oo D"y 4- a, D«-* y + a, D*-'y 4- ... -f- a.y « o 
quindi ponendo sempre per brevità 

F(r) = aor»-f- a.r~-*-h a^f^"^^ ... -f- a, 
si potrà simbolicamente rappresentare dalia formola 

F (D)y = 
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Per dedurre da questa i] valore della funzione y, od in altri termini il suo integrale 
completo, vediamo se fosse possibile di soddisfarci per un seguito di esponenziali a 
coefficienti ed esponenti indeterminati; vale a dire ponendo 

essendo e la base dei logaritmi iperbolici A , ed r due costanti indeterminate ; il 
supposto valore della y, dovendo verificare 1* equazione differenziale avremo per le 
formole di sopra stabilite. 

F (D)y ==.F (D) 2 ke"' = 2 Ae^'F (r) =0 

quindi quante volte abbiasi F (r) = , sarà soddisfatto ali* equazione differenziale ; 
dunque una radice qualunque dell* equazione algebrica 

potrà somministrarci un'integrale della forma Ae**'; e per conseguenza 

y = X^eTo* -h k.eTt* -hk^*' + ... 4- A»_, c^—»' 

sarà rintegrale completo, quando r^9 r^f r^...r,^_j rappresentino tutte le radici del- 
r equazione F(r) = e nel medesimo tempo i coefficienti A^ , A,, A,... A,_, 
sieno funzioni delle medesime , o ciò che forma le slesse funzioni dei coefficienti 
Oo tti a, ... a. , dunque V espressione sommatoria 

rappresenta 1* integrale completo quando il coefficiente A generico assuma i valori 
particolari Ao, A„Aa, A,...A„_, per la sostituzione delle r^9 Ti^ r^ .,,r^_^^ e sono 
evidentemente n costanti A«, A,, A,... A«_, quali possono essere svanite nella dif- 
ferenziazione; siccome poi ciascun termine AoC'"*, A,e^''...A,_, e^«--i' verifica Fequa- 
zione differenziale, e sono inclusi tjutti nella somma ne verrà che rappresenterà ognuno 
un'integrale particolare; per conseguenza P integrale completo è eguale alla somma 
degli integrali particolari. Questo metodo però suppone che nessuna delle radici del- 
]* equazione F (r) = possa ricevere valori comuni, od in altri termini che F(r) »• 
sia priva di radici eguali; in questo caso il valore della y, di sopra trovato rap- 
presenterà soltanto un' integrale particolare e non già un* integrale completo; ed in- 
fatti supponiamo per esempio r^ = r, avremo 

y = {ko-h A,) eT^ 4- k^*' -h ... -+- A««, e^»-*' 

e siccome Ao + A, esprime una costante unica, cosi è evidente che nella y vi sa- 
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ranno n — i costami e non già n costanti quali si richiedono per 1* integrale oom- 
pieto; n questo inconveniente facilmente si rimedia, quando la F (r) si decomponga 
in fattori (r — fo)** (r — r,) (r — rg) ... ove per maggior generalità si sopponga che 
m radici siano eguali fra di loro, e le rimanenti n — m disuguali. 
6! Sia pertanto <f {x) una funzione incognita, e si supponga 

y « ifo* (p (aj) H- S Be^»' 

intendendo che il segno 2 ^^ estenda soltanto per le fji- — m radici, e la ff{x) una 
funzione tale da contenere m costanti; allora è chiaro ehe il valore dèlie y sarà l'in- 
tegrale completo; per conoscere pure la forma della y si avverta che dovremo avere 

al solito F (D) y = F (D) «^^(jj) -h F P) J Be'' — 

ovvero per le formolo di sopra stabilite 

F (D)y =r ifo'F(ro-f. D) ? {x) -h'^B^Fir) = 

Il secondo termine svanisce evidentemente per la .sostituzione delle r^r^, . radici 
nella F (r), dunque si dovrà soddisfare alla condizione 

F (ro-f- D) 9 («) = 

ora è facile il vedere che come F (r) svanisce m volte per r «= Tq cosi F{r^+V)(f{x) 
dovrà svanire m volte per r<^+D=sro ossia per ro+ D — To^» 0, dunque infine 
dovrà verificarsi l'equazione differenziale 

ma per le formole di sopra stabilite abbiamo veduto che una simile funzione sarà 
della forma 

<f {x) —CoH- C»a! -h C^*-^ ... -f- C^,a^*^ 
dunque in fine 

y^€r^ff{x)^'Si^' 

potrà rappresentare 1* integrale completo dell'equazione assumendo per <f{x) il tro- 
vato valore; è facile estendere questo risultato al caso che F(r) si decomponesse in 
altrettanti fattori multipli, ed infatti supponiamo che la F (r) sia della forma la più 

generale F (r) = (r — r,r {r — r,)"' (r — r,)"^'.. . 

ed insieme il grado n sarà 

n =» m -h m'-f- m"-*- m'" 
Tom. VI. N. 6. 3a 
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è chiaro cbe V integrale eompleto sarà la aomiiia 

quando per f («), f , (d;), f . (x) .... si assoma 

f («) =» p,-h C,« -f- C^* -h ... -h Q^, 

od aoebe pia breyemenle 

7? La medesima formola paò rieeYere alcone altre trasformaziooi cbe é im- 
portante di conoscere; ed infatti se per D^ si indichi la deriyanone riguardo alla 
indeterminata r , e per ^ (r) una funzione arhitrarìa della medesima r , l' integrale 
completo potrà essere ancora 

il segno 2 si estende a tntte le radici fo» r., r.... che sapporremo multiple ed il 
numero m a dover ricevere i valori m'» m", m"' la somma dei quali è ^uale ad s» 
ed avremo evidentemente 

F (I>)y = 2 I>r"' F(D) e^* (r) = 

ossia F (D)y == SDT"» * (r)e^F (r) = 

mentre F (fo) "=> » F (r.) = ... e siccome per m' — 1 derivazioni s' introducono 
tu' costanti , e per m" — 1 derivazioni altre m" costanti , cosi per la somma delle 
m\ — 1, m" — 1 ... derivazioni s'introdurranno m'+ m"+ m"'... = n costanti, quante 
se ne richiedono per Tintegrale completo; riprendasi ora la formola 

e si eseguiscano le derivazioni riguardo alla r; otterremo la formola simbolica per 
l'integrale completo 

d'onde sviluppando» ed eseguendo le indicate derivazioni nella funzione arbitraria 
4»(r) sarà 
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6 ponendo per brevità 

avremo la coincidenza di questa con la formola y "=■ 2 e^' ? (x). Molle altre forme 
si potrebbero dare a questi integrali, ma sa questo parleremo quando indicheremo 
diverse altre trasformazioni che possono subire gli integrali dell'equazioni differen<- 
ziali lineari ; passo all' altra equazione più generale vale a dire 

d"|i d"-*ii d— "v 

ovvero a» D"y -+- a, D"-* y 4- a, D"-* y -h ...-♦- a, y = /(«) 

e che secondo la notazione di già stabilità si potrà scrivere più brevemente 

F(D) »-/(«). 



quindi 1 integrale simbolico 



^ F{D) 



la quale sarà evidentemente il valore di una frizione razionale composta del grado 
n riguardo alla caratteristica D; cosi per esempio, se l'equazione differenziale fosse 
del primo grado, e per maggior semplicità della forma 

Dy_ry = /(aj) 

si ponga prima sotto l'aspetto di moltiplicazione della y, cioè 

(D— r)y = /(aj) 
quindi 1* integrale simbolico 



D — r 



Di questa se ne determina immediatamente l' integrale , col riprendere una formola 
di già dimostrata vale a dire 

F (D) /{«) = e" F (r -I- D) e"" /{») 
dunque ponendo 

sarà evidentemente 
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«fé te fìrtegfiie prÌMipb 4a x»s^ fi pMà aKhe 

e cfce fl fOMfoiii éà im tenni 

1^ = C. ^ "*" J^*"^' ^^^^ 
S? R^mA> pertMlo Tnl^rale óibolìco 

^ F(D) 

polfi e«ere comiJgralo qoil firazioae naonale dd gn^ s a MOMniore coitairie, 
perciò se feqvaxioae 



F(r) =1^ -f- «,?*-* -h «,f^^-*- ... -f- «*= 

ore per leoiplìeilà si è poeto a^^ 1, sia prìTa di radici cgnaii, potrà df r oapoi li 
oeDe fraaoni parziali 

' P(r.)D— r.'^P(rjD-r.'*'P(r,)D-r, 

essendo r^y r,, r, ... r. le radici deD' equazione nominata; ma per le cose anleeedenti 

«««^ ì^' ^ •" «P*i« «" J»«««^ * «n'eq^rio-e line.» 

a coefficieoti costanti del primo ordine, dunque T integrale completo assumerà la 
forma 

e rappresentando per 4* (^) il valore generico delle costanti Gs, €,» C3 ... C^^^ quando 
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per r si sostituiscono i diversi valori riir^iri...r^f avremo più brevemente 

ognun vede che questo integrale è composto di due parti t«, e v cioè 

la prima delle quali corrisponde a f{x)=s ^ e V integrale si riduce semplicemente 
ad y=sUf il quale è consentaneo con un valore di già trovato; è importante di 
osservare, che nel caso di u = 0, il rimanente y = v seguita a rappresentare l'in- 
tegrale dell* equazione lineare proposta, se vogliamo rappresentare l' integrale generico 
con un integrale definito risulterà 



s^^'+sp^j;v-'/w<'» 



Questo medesimo integrale si può dedurre da un* altra trasformazione che si faccia 
subire ali* equazione differenziale 

F(D) » = /(«). 

InfaUi decomponendo in fattori il polinomio F (D) sarà esso della forma 

(D — r,) (D - rj (D - r.) ... (D— rj y = f{x). 

tfuindi chiamando y,^, y,^^ y^^^ ... y, y^ altrettante funzioni della x le quali ve- 
rifichino l' equazioni differenziali 

(D— r,)y^,=:/(aj) (D— r,)y«=y^, (D — r.) y^3= y.-. 

... (D— rjy = y, 

è evidente che dal prodotto di esse risulterà di nuovo Inequazione proposta; ora in- 
tegrando successivamente abbiamo 

y » c^«* I e"^*'y,à» , y^ = e^«-« j e"'^-*' y, d* .., 
y—. «= er»' J€-^*'y«., d« 
$h^==eri'je-^^*/{x)ém 
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perciò eon una saceessiva sostitozione sarà 

Questo integrale multiplo si potrebbe decomporre in altrettanti integrali semplici me- 
diante r integrazione per parti, e mettendo allora in evidenza le costanti ritomerebbe 
la formola di già stabilita. Le diverse equazioni stabilite per gì* integrali cessano di 
essere vere, se 1* equazione algebrica F (r) = avesse delle radici multiple , a ciò 
si può rimediare mediante alcune considerazioni di sopra indicate. 

9? Sapponiamo pertanto che tutte le radici delle F(r) divengano eguali ad r„ 
allora si avrà l'equazione differenziale 

più semplicemente 

lyy — n D-^y. 4- * ^*~ *^ D^y? + ... :t: i^ y = f{x) 

che si rappresenterà simbolicamente per 

(D— r.)-9=/(«) 

quindi il suo integrale parimenti simbolico 

f(x) 
^^(0 — r^r 

Facilmente si scuopre la ferma di questo integrale con richiamare la solita formola 

F (D) /(«) = 6^i'F (r,4- D) c-^i' f{x) 
ove ponendo 

F(D) = * 



(D— r.)' 
rìralu evidentemente 



!^='-^^-'-D;f--w 



(D-r.)' 
dunque l'integrale, od il valore della y sarà 

y = eTt' f j L. e"'»' /(«) d«» 
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b 



, = ^^(. + ^.,-*(rJ-Hj;5:^-^^^/(.)4. 



f (r.) b ìhm «noia £ m Melcnàuta m faMQw Mh 
k MlMli C« C» C« ^. Tdi mcMero le anpcrtene ^ bni ad 
la soGu cq«D0K F (r) = t sHMlle m ■■lliplo C 
Ma gi àlesrai UrcfMmi «UfeRn 
di poter caKR iippifiyi aollo furae M tallo geaericàe, e cW 

éM «n teoria deaerale asilo ipi 1 1 —i ■in édÈt I 

e cfce ci ha rtefà di riffa" laiir ^ io podK pvofe le fonoole daDe ^oali iipcodt. 

^ FW 

raaoHle, oefla qoale fl grado dela F(s) sia s e si soppoop per 
geoerafità dfcwpwiliilf io fruori della 



>', ai*, a" ■ paii Mie tadict ■■llìpli «, ft^ e, ci 



Se ai cUmu on x an TviaUe aonliafe aqtpiaao che h fniionc r an oM k ft»- 
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posta si può decomporre nei segaenti grappi 



^^^''J ^ 1.2.3 ...m'-l^ x-s 

^i.2.3....m"— 1 * « — » 



p-m-t /W (» - e)' 



I>M 



1.2.3... m'"—! • «— » 

La lettera D indicaal solito uo sistema di derivazioni dei gradi m' — 1» m" — 1, m'" 1; 

riguardo alla 2, e di fare dopo le derivazioni % = a^ % = b, % = c^ come si é in- 
dicato con la lettera collocata al basso del simbolo D. Ognuno vede in queste for- 
mole cbe avendosi anche 

i prodotti 

'/(.) (x-a)", f{x) (X - *)-", /(,) {, -e)-"... 

potrebbero essere rimpiazzati dalle altre quantità 

f(») f(«) i(x) 

(»-*)-(» -e)-'"...' (»-or(»— e)-"...' {»— or'{»-6)-».„ 

Riprendiamo adunque l'integrale simbolico 

^ F(D) 

e supponiamo per maggior generalità cbe il polinomio F (r) sia decomponibile in fat- 
tori (r — r,)*', (r — fa)*", (r — r*)**'... avremo evidentemente una frazione razio- 
nale a numeratore costante, quindi rimpiazzando a» 69 e,.., con r„ r^Ti^*» la z con 
r, a la a; antecedente con il simbolo D risulterà facilmente l'integrale 

„ = * ir--> ('- - »•')" f^"'^ , * ir"-> ('-'^')'" ' /(*) 

' 1.2.3...m'— 1 '« F(r) D — r'^I.a.3...»n" — 1 '» F(r) D— r 

Dr--<'--rr-^H-... 



1.2.3 ... m"'— 1 ^» F (r) D-r 
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purché eseguite le derivaiioni riguardo alla r si ponga successivamente 

ed ove si ba 

{r—r,r i (r - r.)-" i 

F(r) ==(r — rj-^ir— rjpT; F (r) "=(r — r.r(r — ra)-"... 

(r - r.r"' 1 ^ 

F (r) ~ (r — r.r'IJ^^^n^r^C 

Non rimane adesso altro che sostituire il valore dell'integrale simbolico j:^ ' ; 

D — r. 

rappresentando in questo integrale per 9 (r) la forma dell' arbitraria costante» sarà 



j^= e^'9 (r) H- j'^é^> /{zydz. 



quindi ponendo per brevità 

^^^^'9 (r) - ♦. (r) . ^^^^i^9Ìr) = ^.{r)J^^^rp^r)~Ur) 



ed insieme 



~F>) '• ^"^ ' "Fi;) f* ^'' ♦ F(r) 

il valore della y si potrii separare in dae sistemi di termini 



•^ 1.2.3...m--l K"* *3 W '^' + K" X>3 (r) e— /(.) d.] 



Si eseguiscano ora le deriviueioni riguardo alla r e si avverta che per le for- 
molo dimostrate in principio 



Tom. VI. 9. e. 34 
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parche nello svìtappo si sosUloiscano le derivate «De potense, risulterà 



+ 1.2.3...m"-t [^' (* -^ »'3r-* *3 (r) 



+ J['«'"*"' (« - « + D,,r"^95 ir) S W d«] 



•^- 



Qnesta formoia contiene latte le altre trovale antecedentemente: cosi se fossero lolle 
disuguali le radici r-t^v^., r|... si ha m'=° m"» m'"... quindi con faciliti si prova che 

1 1 1 

ed i] valore della y, diviene 

come già abbiamo tìH)Vlito di sopra; sapponiamo ancora, m^^^n^ivP^=»^, m"'=aO... 
saremmo ricondolli all' integrale deli' Equazione differenziale 

ed infalli sussisterà soltanto il primo sistema di termini ed avvertendo che per ^ ,(r)s=i, 
l'espressione simbolica (^ — « -4- Dr,)"~^?i (r) si riduce seropltoemente ai binomio 
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{X — «)""' , quindi <^, (r) = ? (r) ed 



y- i.,.zL-i ^''^'^'''r'9{r)^iy^-' \L..Tli f^') 



éz 



come già si è dimostrato: solamente T indeterminata che antecedentemente fu de- 

notata per ^ (r) qui è rimpiazzata da J^ t*« É importante di osservare 

che nella indeterminata ^{r) assoggettata ad m' — 1 derivazioni s* includono m' co- 
stanti arbitrarie» ed m" nella ^»{r) ed in fine m'" nella ^t(r)».* cosicché il numero 
totale corrisponde ad m!-+- m"-4- m"'+...-=n, cioè ali* ordine dell'equazione differen- 
ziale; r espressioni poi <px (r) , <pa (r) , (ps (r) ... non che le derivate di un ordine 
qualunque si riducono ad altrettante quantità numeriche per la sostituzione di 
r = fi, r = r,, r=s ra... cosicché nulla rimane di arbitrario. 

11, Veniamo a dire qualche cosa sulla determinazione delle costanti arbitrarie; 
per maggior semplicità supporremo che le radici dell* Equazione F (r) = sieno 
tutte disuguali, allora per le n radici Tq, r,, r^, r3...r._, si avrà, per 1* integrale 
dell* equazione differenziale 

F(D)y-0 

Se per un valore particolare Xq delle x, si la funzione y, che le sue derivate fino 
all'ordine n***'^ — 1 divengono eguali ad altrettanti termini della progressione geo- 
metrica 

^ V»* v«* V.3 v»»-** 

Y), V), Y), Y)... Y) 

allora dovrà sussistere evidentemente 

y,o= Ao e^^'o -f- A, e'"!'© 4. A, e'"»'» -+-... H- A««, «"«-i'o 
tq'= Aofo «'■o'o 4- A.r.c^t'o ^- A,r^«'o 4. ... -f- A,_, r„., e*"»-**© 
Tn'= Ao rj c^o'o -f- AVJ c^«'o 4- A,rJ eT^'o 4. ... 4. A^», r*^^ e'— i'o 
-n'^'^ AoC^e"^^ -+- A,»^-* c"»'o 4- A,r;-*''*'o 4-.. .4- A,_, CJ c^*-*'o 

dalle quale mediante le consuete regole dell* eliminazione si dovranno trovare, i va- 
lori di Ao9 Al, A, ... A«.|. Pongasi per brevità 

Ao c^o'o = Bo , A» e't'o = B, , A»., e'-^'o = B,.. 
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"# "^ "f "+" Bj <+'.—'+- ^»-.t ^ ^ 

V;-^ B. ri + II,rJ +..+ lU Fi^ =^ 



s 



Ora 4a m fonMh che ti tnmi ali fi^ 73 M com é^Jùmlm ad Si^ OmAj 
« hi che wm*mropilM fiilani B;., è i fIfiMBJ l a 4a 



H ^ (<— fi) (a— r») .^ (n — r,>-) 

il Talore 4ì ^«efU inciogwla a pmb neUae «Mao hi' altra forali che et awà radio 
«ile, ed mfMii i— fiiainri che 

F(r) =r (r—r.) {r^r,) (r— rj ... (r— r«) 

fi arri erideateoMirte 

F(ii) = (n-rJ(n-r,)(n— r.)...(ii— r«) 
ed lacieme, 

-♦- (r — %) ( r — r.) ^. (r—r^ -^ ... 
d*oade daBa prioMi 

F(ii) 
(u — r.) (n— rj (n— rj) ... («— «'— •) « -— ^ 

ir— r;» 

e dalla feconda ponendo r=sr^ 

V{ro) -- (ro— r.) (r.- rj ... (r^—r^) 
quindi la coilante arbitraria B« nrii 

e per eouegnenit 

A — ^«« F(ll) 

^'~^ •(«-r.)F'(r^ 

OMenrando poi ebe per r=.r, si yerifiea l'equanone F(r) ss cori potremo din che 

F(t.) F(r)~F(T.) 

Pir.XK-ro)"" <r— •)F(r) 
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purché nel secondo membro si soslituisca v^Vot e si avrà 

A - F(r)-F W 

Ao-e (r_,)P(r) 

Nello stesso modo per gli altri coefficienti si avrà 

*• *^ (r - 7.) F* (r) ' *»=«^ (r_fl)FB 

Facendo nei secondi membri r sssr^^. r^f r^ ... r..,!. Se si volesse che la y e le deri- 
vate yfty^f-y^*"^^ si riducessero per x=sXo a quantità date qualunque 

sussisteranno i stabiliti valori di A,, A,, A, ... A,^, , purché nello sviluppo alle 
potenze tq* , ti* , n* f to* ... tj*"* 

si sostituiscano le quantità con gli indici, cioè 

*lo ''i ''a ^JS ••• ^'n— t 

sotto queste condizioni l'integrale completo dell'equazione differenziale si esprìmerà per 



F(r)-F (,.) ,„,_„, 
(r_fl)F(r) 



y = V —U Z-i:z e*^' "^o 



ed il segno 2 ^^so a tutte le radici fo» r„ ra...r,^t dell* equazione F(r)ssO. 
12? Volendo supporre che F(r) =aO» anunetta m' radici eguali ad r^ym'' radici 
eguali ad r, ..• allora 1* integrale generale dell'equazione differenziale F (D) |^ =* per 
la formola riportata al N! 10, sarà 

y ° oxk^i ^r *' w '-' + i.a.3..'.m--i "^r *- (^) -^ - 

ed ove per le funzioni «pt (**) > 4*1 (**) » sì h^ 

♦•<"'== Tl^' <'•>'*•<•'>= "Sw" '<') ' 

«d F(r) =(r — r,r'(r— r,)-"(«'--r,)-'"... 
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Ora se per le n radici delf equazione F(f) = si voglia determinare la funzione 
arbitraria 9 (r) in modo che la y,e le derivate 5', y", y"'...|^*""*'per x = fl;o si ri- 
ducano ai valori 

TfÌ0 TOj v)^ ••• y]3 ... lOu^i 

basterà prendere 

F(r)-F( T») _, 

e sostituire alle potenze vi*, m', t)'...y)'*~* le quantità di sopra notate con gli 
indici 

ed ove n = m!'^m"'h tn'" -f- . .. 

In questa guisa T integrale generale dell'equazione differenziale sarà 



*-*o> 



„ _ 1 iy»._. (r-r.r'F(r)-F(„) 

'' l.a.3...m'— 1 '« F(r) r — ti 

^1.2.3...m"-l"^« F{r) r— « ^•" 

il quale soddisfa a tutte le condizioni richieste. Infine per l'integrale dell' equazione 
differenziale 

F(D) »=/(«) 

si avrebbe in un modo analogo per le formole generali del N? 10 

"^ 1.2.3.. .m'—l ''^ F]r) r — ti 

H i--i D"'-' r ^~/' ~ «^'-^^ /(a) d 2 -h . . . 

^1.2.3...m*— 1 '•i Jxo FW 

P. S. Aggiungiamo in ultimo che per mezzo del Calcolo dei Residui si possono gene- 
ralmente determinare gli integrali dell' equazioni lineari differenziali a differenze finite 
e a derivate parziali a coefficienti costanti, come può vedersi nell' Opere del Sig. Gau- 
chy, e nelle mie Memorie pubblicate da lungo tempo nei giornale Arcadico negli 
anni 1835, 1836, nelle altre più recenti, e più estese del 1842, 1843: Queste 
teoriche contengono delle importanti applicazioni alla Fisica Matematica. 
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INTORNO 

AD ALGIME PROPRIETÀ DELLE SUPERFICIE DI RIVOLUZIONE 

MOTA 

ML VHOrESSORE 

EUGENIO BELTRA9I1 



Sia 

dx 

l'equazione differenziale di un sislema di curve, riferite a due assi ortogonali Oo;, 0|f. 
Dalla forma speciale di quest' equazione risulta immediatamente che le curve del si- 
stema da essa rappresentato non differiscono fra loro che nella posizione, altro non 
essendo che una sola e medesima curva spostata parallelamente all' asse della x. Ciò 
premesso consideriamo la superficie di rivoluzione generata da una qualunque di que- 
ste curve, col girare intorno all' asse delle x^ e sieno R^ il raggio di curvatura del 
meridiano, Rj quello della sezione normale al meridiano, cioè la porzione di normale 
compresa fra il meridiano e l'asse. Da note formole si ha: 

*^'= ^- — ' "•■= ^ — 

donde 

Consideriamo ora il sistema delle curve ortogonali alle precedenti. La sua equa- 
zione differenziale é evidentemente 

dx i 



dy ? iy) 

e quindi chiamando R\ ed R', due quantità analoghe alle R,, R. e relative alle 
superficie di rivoluzione generate dalle seconde curve, nei punti corrispondenti allo 

stesso valore di y, si ottiene immediatamente il valore di R'^ R', mutando (p 

1 

in neir espressione di R, R^ dianzi trovata. In tal modo risulta 

? 

R'. R'.= _ itii+i!)! 
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R'|R j!^ — RiR^* 



Il teorema contenulo io questa formola può enuDciarai come segue: 
Se ii cùtuiderano le diverse posizioni di una superficie di rivoluzione sueees" 
sivamenie spostata lungo U proprio asse, e si determina una nuova superficie di 
rivoluzione avente lo stesso asse, ed ortogonale a tutte le precedenti, la misura 
deUa curvatura di quest'ultima superficie è eguale in valore assoluto e di segno 
contrario a queUa di una deUe superficie precedenti, nei punii del parallelo co- 
mune ad entrambe. 

Da questo teorema risulta, come caso parlicolarey che spostando lungo il pro- 

prio asse una superficie di rivoluzione di curvatura costante e positiva ^^V^» e de- 
terminando le superficie di rivoluzione aventi lo stesso asse ed ortogonali alla pre« 
cedente, considerata nelle sue diverse posizioni, la curvatura di una qualunque di 

queste seconde superficie è parimente costante , ma negativa ed = — p* Quando 

la prima superficie è una sfera, il meridiano della seconda è evidentemente la curva 
dalle tangenti di lunghezza costante : in tal guisa siamo condotti al noto ed elegante 
teorema del sig. Liouville (*). In generale si vede che, in virtù del teorema pre* 
cedente, i meridiani delie superficie di rivoluzione a curvatura costante, positiva 
nelle une, negativa nelle altre, sono in certo modo conjugati a due a due. 

Consideriamo di nuovo un meridiano di forma qua- 
lunque ed il suo conjugato (nel senso testé dichiarato). 
I centri di curvatura di queste due curve nel punto ad 
esse comune hanno fra loro una relazione semplicissima. 
Essi si trovano sopra una stessa retta perpendicolare 
dU* asse di rotazione. Infatti sia AB il meridiano primi- 
tivo, A'B' ii suo conjugato. Sieno ON', ON le rispettive 
loro tangenti nei punto comune 0, terminate ali* asse. Sia 
C ii centro di curvatura della prima curva, nel punto 0. 
Si conduca la retta CC, perpendicolare ali* asse di rota- 
zione NN', fino ad incontrare in G la tangente alla prima 
curva. I due triangoli simili OON', OCC, danno 




oc; 

OC 



ON 

ÒSP 



(*) NoU IV. aVjéppttcaiion de FÀnal^se à la Geometrie di MORei, Parii t86f. 
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ossia 

OC. ON « OC'. OPT. 

reiasione che equivale a quest'altra. 

RiRt => R|Rt t 

salva la differenza nel segno , la quale proviene da ciò che non si è tenuto conto 
delle direzioni relative dei due raggi 'di curvatura della prima o della seconda su- 
perficie. 

Rispetto alla curva dalle tangenti di lunghezza costante si ottiene da quanto pre- 
cede la seguente semplicissima costruzione (nota) : Nd punto dato suUa curva si 
conduca la tangente e la normale, e dal punto in cui la prima retta incontra 
l'asse si conduca una perpendicolare a quest* asse: Vinterseiione di questa per- 
pendicolare cotta normale è U centro di curvatura detta curva nd punto oonst- 
derato. 

La superficie di rivoluzione generata da questa curva possiede una proprietà 
notevolissima, la quale consiste in ciò che quando essa viene trasformata per via 
di flessione (supponendola al solito inestendibile) in un' altra superficie di rivolu-^ 
2Ìone, per modo che i meridiani primitivi si trasformino nei meridiani detta nuova 
superficie, questa è assolutamente identica alla prima, nuli' altro accadendo se non 
che quei punti che appartenevano dapprima ad un parallelo d'un certo raggio, pas- 
sano a far parte di un altro parallelo, di raggio maggiore o minore. 

Infatti il raggio della curvatura geodetica di ciascun parallelo rimane inalterato 
nella flessione: d'altronde questo raggio è la lunghezza delia porzione di tangente 
al meridiano, nel punto del parallelo considerato, compresa fra questo punto e l'as- 
se; dunque questa lunghezza rimane la stessa, in ogni punto del meridiano, prima 
e dopo la flessione. Ma prima della flessione questa lunghezza era, per la natura 
della curva meridiana, costante in ogni punto , dunque essa deve esser tale anche 
dopo la flessione, cioè la nuova curva meridiana ha anch'essa le tangenti di lun— 
ghezza costante ed eguale a quella della prima. D'altra parte è facile riconoscere, 
dalla nota forma dell' equazione differenziale di questa specie di curve (e dalla stessa 
loro generazione), che ad una data lunghezza della tangente corrisponde una curva 
unica, poiché i varii valori della costante introdotta dall' integrazione non fanno che 
spostare questa curva lungo Tasse. 

Si può domandare : Esistono altre superficie di rivoluzione dotale della medesima 
proprietà? Ecco come si può rispondere a questa dimanda. 

Siano sempre x^ y le coordinate rettangole della curva meridiana, s il suo arco, 
Ox r asse di rivoluzione. Considerando y come una funzione di s ed indicando 

Tom. VI. 11. 6. 35 
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con 9 l'angolo che il meridiano variabile fa con un meridiano fisso, si ha per il 
quadrato dell' elemento lineare della superficie la nota espressione. 

Se questa superficie si trasforma colla flessione in un' altra superficie di rivoluzione» 
i cui meridiani sieno le curve trasformate dei meridiani primitivi, y e 9 divengono 
y. e 0, , 8 rimane invariato, ed eguagliando le espressioni di due elementi corrispon- 
denti si ha 

d»*-h j/'d0*= d«» -h yl d9l cioè yé9 = y.dfi, , 

da cui, per essere y, y, funzioni della sola a, si trae 

y,= my , m0,= e-+-n, 

dove m ed n sono costanti arbitrarie. Indicando dunque con a;, 1* ascissa della nuova 
curva meridiana, si ha 

e quindi 



OJ, -|-c = 



J-vW' 



intendendo sostituito nel secondo membro, prima di effettuare 1* integrazione, il va- 
lore di s espresso per y,, fornito dalla yi=tny(8). 

Affinché la nuova curva coincida colla primitiva , è chiaro che dopo questa so- 
stituzione bisogna che 1* espressione soggetta al vincolo integrale non contenga più 
la costante m. Ciò richiede che si abbia 



im \ ds I 



os^ia 



Ha dalla yi=»my si cava 



dunque eliminando t— si ha 



dy d'y d« 

ds d8*dm^ ' 



dy d»^^ 
ds dm ' 



\d«/ "dj 
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da cui integrando 

y^ - 

Ora è facile riconoscere ohe il primo membro di quesl' equazione rappresenta il va- 
lore della porzione di Ungente compresa fra il punto di contatto e Tasse delle x-, 
dunque la superficie di rivolutane generata daUa curva avente le tangenti di lun- 
ghez%a costante {=:r) è la sola che goda della proprietà in discorso. 

Abbiamo prefisso alla costante r (cbe supponiamo positiva) il segno negativo, 
perchè è chiaro che la curva di cui ci occupiamo ha per assintoto l'asse delle x^ 
al quale va accostandosi indefinitamente da ambe le parti; essa ha inoltre un cu- 
spide che corrisponde all' ordinata y = r 9 donde risulta che facendo passare per 
questo punto V asse delle y» e contando gli archi s dal punto stesso , nel senso delle 
X positive, gli incrementi ds e dy sono di segno contrario per quella metà della 
curva che giace nella regione delle coordinate positive. 

Dall'ultima equazione si deduce, nelle ipotesi ammesse, 

s = r log -. 

y 

Inoltre si ha 

— réy = yds = y ^ da?" -h dy' 
da cui 

y 

che è l'equazione differenziale conosciuta. Noi prendiamo il radicale positivamente. 
Integrando e determinando opportunamente la costante se ne deduce 

a, 4. v'Tir? =: r log Li-^^^^S^ » 

y 

e quindi 

5 — 0! «= V r*— y* — r log ^ » 

da cui, ponendo y = , 

lim (» — x) == r (1 — log 2) per aj = 00 . 

Abbiamo dunque il teorema seguente 

La differenza fra la lunghezza (infinita) della curva daUe tangenU costanti e 
quella (parimente infinita) del suo asse è finita ed eguale a 2r (1 — log 2), r es- 
sendo la lunghezza costante deUe tangenti. 
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Chiamiamo S (Xo^ x^) l'area della porzione di superficie di rivolozioiie generala 
dalla linea in diacono, compresa fra i paralleli corrispondenti alle ascisse positive 
«0 9 'i (^i^^o)* ^ì ha 

S («o» «.) = 2ir ( *vd« = — 2irr ( \ = 2ttr (yo— y,). 

E evidente la coincidenza di questa espressione con quella della superficie di una 
zona sferica di raggio r, avente per altezza |fo — |ff 

Rappresentiamo analogamente con \ {x^y x^) il volume del solido contenuto fra 
la superficie anzidetta e due piani paralleli, condotti normalmente ali* asse nei punti 
corrispondenti alle ascisse positive «o, «,. Si ha 

Quest' espressione coincide visibilmente con quella del volume compreso fra due su- 
perficie cilindriche di raggi yo^^l Vi» aventi lo stesso asse, ed una superficie sferica 
di raggio r avente il centro su quest'asse. 

Per avere la superficie ed il volume relativi all' intiera superficie di rivoluzione, 
estesa indefinitamente da ambe le parti, nel senso dell' asse, basta porre {f«» r, y. « 
e raddoppiare i risultati. Si ottiene in tal guisa: 

Dunque : 

TI solido di rivoluzione generato daUa linea delle tangenti di lunghezza co- 
ttawte i=sr ha la stessa superficie e lo stesso volume di una sfera di raggio r. 

Chiamiamo £, v) le coordinate del centro di curvatura della curva che abbiamo 
fin qui considerata. Dalla costruzione precedentemente richiamata si ha facilmente 

j=ajH- V^r»— y" , ìjc=- 

y 

e quindi 

TOH- V^T)'— r^ ^ r-Hl^r^— y* , 

r ^ y 

Per questi valori l' equazione finita della curva, eliminandone x ed y , dà 

- » log > 

r ^ r 

da cui si deduce 



i{K.-) 
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equazione di una catenaria. Tale è dunque l'evoluta della curva dalle tangenti co- 
stanti 3= r. Questo risultato conosciuto poteva anche essere dedotto a priori da un 
teorema del sig. Weirgartbm , intorno al quale può vedersi l'articolo XIX delle mie 
Wcercke di analisi applicata alla geometria (*). 

Si possono determinare facilmente anche le evolventi della curva dalle tangenti 
costanti. 

Infatti supponiamo che il punto comune a questa eurva e ad una delle sue evol- 
venti sia quello che corrisponde al valore Sq ^^U' arco s. Chiamando {, m le coordi- 
nate dell' evolvente si trovano le reiasioni 

{ = »-(,-«„) l^^EZ , n^y^ (s^8o)l> 

* ' f» r 

Ma si aveva 



r 



da cui 



>^_y',_.-?, »,'.±J^_U^,^y^— ^ 



epperò 



x^s-hrlogU-h y 1 — /')—»■ Wl - 






e 
Eliminando dunque le a; , y dalle espressioni trovate per (, d si ha 

{««H-rlogA 4- y 1 ~e'^-(«-.«o-t-r) yi — e"* 

To = (« — So-+- r) e *■ • 

Tutte le curve rappresentate da queste due equazioni hanno un cuspide nel 
punto che corrisponde al valore s = «o» tranne quella che si ottiene facendo a^aa 
e le cui equazioni sono (mutando ( in — (, per avere il ramo situato nella re- 
gione delle coordinate positive): 

{ « (5 -H r) y i — c"^— 5 -. r log(l -+- y 1 - e'^. 



T) =*(«-+- r) e 



s 
r 



(*) Giornate di Matematiche ad uio degli studenti delle UDÌversità Italiane. 
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Se in queste equazioni si fa s :^ oo , e se si osserva che per questo valore si ha 



ììmsU — i/l --€'^==0 



si trova un risultalo che venne già dimostrato precedentemente. 

Le superficie di rivoluzione generate dalle evolventi della curva dalle tangenti 
costanti hanno tutte una proprietà molto interessante, la quale consiste in ciò che 
la differenza dei loro raggi di curvatura principali è la stessa in ciascun punto, ed 
eguale alla lunghezza costante delle tangenti della curva anzidetta. Ciò risulta imme- 
diatamente dair osservare che il raggio di curvatura del meridiano ha per valore s-Sq» 
mentre quello della sezione normale al meridiano, cioè la porzione di normale com- 
presa fra il meridiano e V asse ha per valore s — So+ r. 

Riferendo questa superficie di rivoluzione a tre assi ortogonali delle x 9 y , z , 
assumendo quello delle z per asse di rotazione , e chiamando V angolo che un 
meridiano qualunque fa col meridiano xZf si hanno per le superficie in discorso le 

equazioni 

_ * 

« = (5 — 80^ r) e *■ cos , 



^ 



= (s — «0+ »■) * 'sen 9 , 



« 4- riog^i + y 1 — e'^- (» - »o+»') y 1 — 






La misura della curvatura di queste superficie, nel punto definito dai valori delle 
due variabili s e 0, è 

1 

(« — «o) («—«•-+- r)* 

Dalle considerazioni esposte nelle già citate Ricerche risulta che la classe com- 
pleta delle superficie determinate dalla condizione di avere in ogni punto co- 
stante ed =? r la differenza dei raggi principali di curvatura, è generabile nel modo 
seguente: 

Si immagini la superficie di rivoluzione avente per meridiano la curva le cui 
tangenti hanno la lunghezza costante r, e si concepisca che questa superficie, consi- 
derata come flessibile ed inestendibilc, prenda successivamente tutte le forme conci- 
liabili colla sua natura. In ciascuna di queste forme, il sistema delle rette tangenti 
alle curve trasformate dei meridiani primitivi è suscettibile di essere attraversato or- 
togonalmente da una serie di superficie, per le quali ha luogo appunto l'enunciata 
proprietà. 
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Tutte le superficie reaU, dotate di questa proprietà, sono comprese nella gene- 
razione ora esposta ; donde risulta, invocando V ordinaria teoria delle superficie evo- 
lute, che la determinazione finita della detta classe di superficie dipende da quella 
delle superficie la cui curvatura è costante e negativa. Infatti supponiamo che le 
equazioni 

« = a? (*, e) , y =!f («» fi) f « = 2 («, e) 

rappresentino una di queste ultime superficie, 8 essendo V arco di una delle geo- 
detiche trasformate dei meridiani, e un parametro alto a distinguere queste geo- 
detiche, per es. V angolo che si è già rappresentato colla stessa lettera. In tali ipo- 
lesi, indicando con X,Y,Z le coordinate della superficie evolvente, si hanno le equazioni 

Dando ad So lutti i valori possibili si ottiene una serie di superficie parallele , do- 
lale tutte della proprietà d*avere costante la differenza dei raggi principali di cur- 
vatura. 

Le forme generali delle funzioni a; («, 0), y(s, d),2 (s, d) non hanno ancora po- 
tuto essere determinate (*); ma è chiaro che ciascuna delle forme note dà luogo ad 
una serie di superficie della specie da noi considerata. Tali sarebbero per es. quelle 
corrispondenti agii elicoidi trovati recentemente dal sig. Dmi (**). Per non uscire 
dall'argomento principale di questa Nota, ci accontenteremo d*aver date le equa- 
zioni finite delle superficie di rivoluzione appartenenti alla classe di cui parliamo. 



Piì^a 14 Aprile 1865. 



(*) Intorno alla teoria delle luperfieie la cui cunratura è costante, ricordiamo un elegante lavoro del 
sig. Con ABI nella prima serie di questi Annali, Settembre 1857. 
(**) Compiei Rendut del 13 febbraio 1865. 
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IMP066IBIUTÀ IN NUMERI INTERI KLL* EQU AZKWE 

9#TA 

DEL Pioreasc» 



i. I icnnini dell' eqnasioiie 

«•-+- f*-+- f*=^ 0, 

in eoi Xf y, % sodo omnerì ineognili, ed n an esponente intero e positivo, non po- 
tendo essere tatti del medesimo segno, uno avrà neeessarìamente il proprio opposto 
a quello degli altri dne ; cosicché sarà sempre permesso, «senza restringerne la gene- 
ralità, dì scrivere l'equazione sotto la forma 

(A) «•= «•-+- y- 

a termini op, y, % esclusivamente positivi. 

2. Nella equazione (A), essendo ad evidenza %> Xy % >yy e pern > 1 , z^x-f- y, 
se i tre numeri x, y], z verranno rappresentati da tre lìnee rette, ognuno vede come 
col loro mezzo si possa costruire un triangolo, tra i lati del quale reggerà la notis- 
sima relazione 

(B) z*=»*— 2a^co8Z H-y*, 

denotando Z V angolo opposto al lato maggiore z. 

Questa relazione si mantiene vera anche per n = i : mentre ridueendosi il trian- 
golo al suo limite, quando Z=^180S il lato z coincide allora colla somma degli 
altri due distesi in linea retta. 

3. Le equazioni (A), (B) sussistono dunque simultaneamente: posta 1* equazione 
(A), la (B) ne discende per necessaria conseguenza. In altri termini, ammesso per 
ipotesi un sistema di valori «, y, z che soddisfaccia la (A), esso renderà vera an- 
che la (B); ciò che apparisce manifesto dell'osservare che introdotti qui valori nel- 
la (B), col suo meizo si determina quello di cosZ. 
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La questione luUavia può soggettarsi ad esame sotto quest' altro punto di vista. 
Assumendo per cos Z un valore arbitrario, si tratta di determinare in quali easi le 
due citate equazioni saranno soddisfatte da un medesimo sistema di valori Xf y, %, 

Tale è la via che ci proponiamo di seguire» prendendo le mosse da quei cin- 
que valori arbitrari che rendono intero 2 cos Z, vale a dire da 



COsZ=»:±rl, =0, =^ :±\ 



t> 



corrispondenti a cinque angoli commensurabili coli* angolo retto. 

4. Consideriamo dapprima cosZ=drl. L'equazione (B) diventa 

2 = db (« qp: y) , 

la quale non può conciliarsi colla (A) che nel caso di n = 1 , prendendo il solo va- 
lore zssOSH-y» esclusi affatto i tre altri; essendosi già notato che per n^i , 
riesce sempre 2 <C « -t- y (2). 

5. Sia cos Z » 0. Avremo dalla (B) 

equazione, di cui subito apparisce la coincidenza colla (A), facendo n => 2. Non 
avvi però altro valore dell'esponente che valga a metterle d^accordo. Infatti se ti"!» 
la (A) somministra z = a;-hy, ^>9f-\-ìf', e se n>^ è facilissimo dimostrare 
che riesce »*-<«* 4- y*. Poiché per n>2, supposto a'e=3a;*-f- y\ moltiplicando 
ambi i membri per 2**^, verrebbe 

e siccome si ha evidentemente 

«»«•— 4-y»»— »>a:»-f- y", 

risulterebbe quindi «*>a5*-Hy* invece di «*=a5*-hy*. 

6. Da ultimo esaminiamo cosZ= :±:^9 che converte l'equazione (B) in 

«*= «"q: a^ -H y*. 
La seconda di queste due, cioè 

«*= af^ 0^ -f- y* 

non è conciliabile colla (A) , la quale per n «= i esige 2 «= x -h y , e quindi 
»*> aj*H- «y -*- y*; per n = 2 si trasmuta in 1*= ««-f- y*; e per n>2 richiede 
z'<«'-4-y*i ed a maggior ragione «*-<«* 4- «y H-y*. 

Tom. VI. N. 6. 36 
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Anche la prima delle predelle due equazioni, cioè 

e in disaccordo colla (A). Imperocché scrivendola sodo le forme 

«•= «*— y (« — y) = y»_ aj (y — aj), 

supposto ds^y riescirebbe 2<Cx, e supposto y>Xf verrebbe s «^ y. 

7. La breve discussione isliluila nei Ire ullimi arlicoli dimostra il aegoenie 
teorema: 

« Preso per cos Z uno dei cinque valori ±: 1, d= •!, le due equazioni (A),(B) 
» non sono compossibili che nei due soli casi di cosZ*» — ieeo8Z=:0,il 
» primo de' quali offre n ^^ 1, e l'altro n=> 2.» 

8. Messi da parte questi due valori minimi di n, per tutti gli altri, eoa Z non 
può ammettere che soli valori compresi tra- ed \. 

£ già dimostrato che nella ipotesi di n>2 si ha z'*< 0^-+- y* (5) ; laddove se 
si prendesse cosZ^O, risulterebbe x'^x*+ y*. 

Fingasi poi, se é possibile cos Z"|. In tal caso gli altri due angoli opposti 
ai lati Xf y presi insieme darebbero una somma uguale o maggiore di 120®. Quindi 
ciascuno dei due o é uguale a 60®, o maggiore di 60% od uno di essi è maggiore 
e l' altro minore. Siccome poi l'angolo opposto a % uguaglia o sta al disotto di 60®, 
cosi se ne trarrebbe una di queste illazioni: %=ss x=sy ; *^x ^ i^ y ; s ^^s 
ovvero S'^yt tutte inammissibili. 

9. Fin qui nei numeri x, y, % abbiamo considerato la sola qualità di essere 
positivi : ora conviene ammettere che x , y , z sieno anche interi e primi tra loro , 
adottando inoltre per n un numero primo impari maggiore dell' unità, fi noto che 
quando sotto queste condizioni si giunga a dimostrare impossibile 1' equazione (A), 
essa si mantiene tale eziandio per tutti gli altri valori interi dì x^ y, 2, e deU'espo^ 
nente n. 

10. Il valore arbitrario da assegnarsi a cosZ» oltre d'essere compreso tra 
i limiti ed |, é manifeslamenVe razk>nale; ansi nell' equazione (B) il termine 
2xy cos Z deve ridursi ad un numero intero pari. Imperocché se fosse impari , o 
ritengansi impari i due numeri x, y, ovvero uno di essi pari il numero z non sa- 
rebbe della stessa specie, pari cioè od impari, in ambedue le equazioni (A) e (B). 

Pongasi pertanto cos Z =» — r , frazione irreducibile qualunque maggiore di aero, 

xy 
e minore di ^, in cui a, ^, e sono primi tra loro. Dovendo -# rìescire un nomerò 
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intero, conviene ammeltere x divisibile per a , ed 1/ per 6; convien porre cioè 

a 

cosi le due equazioni (A), (B) si convertono in 

11. In quella guisa che i due numeri x = a«9 y = b^ derivano dall' essersi 

e 
preso cosZ = -r-9 frazione irreducibile di denominatore abj e dell'aver posto 

- = a , X = ^ * ^ manifesto che quei numeri si otterranno egualmente prendendo 
a 

Gos Z = -— 9 altra frazione irreducibile di denominatore a|3y e ponendo - =» a , ^ = 6. 

Con ciò non mutando x^ y^ si conserva pure invariata l'equazione proposta; ma 
quella del triangolo diventa 

Quesl* osservazione è importantissima : essa prova che se i valori d; = aa, y=ò^ 
rendono soddisfatta l'equazione 

devono pur reggere simultaneamente le altre due 

^= aV— 2c«13 -f. ft*|3» , «»= aV— 2yoò -I- ò'p». 

Discutiamole tutte tre brevemente. 

12. Uno dei due numeri x^ y, è sempre impari. Sia desso il numero » : trasponendo 
nelle tre equazioni dell' articolo precedente i termini 6"^"= 1/", b^ = 1/*, potremo 
scriverle sotto l'aspetto seguente 

(A.) (.- j,) 9 («.V) =«-«". (B.) ;,_j;;,^.;;=«v_2x«* 

«* — tf" 

dove il simbolo 9 (2, 1/) denotando per semplicità il polinomio ^ intero, omo- 

Z — y 

geneoy di grado n — i» di n termini posi ti vi, e sempre impari. 

13. I due fattori impari t-^y^ 2-f-|f> per essere x^yfZ primi tra loro» non 
hanno palesemente alcun fattor comune. 
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Allretlanlo avviene ira z + {f e f (s»{f). Imperocché se fosst 

X + !f = , ff {%,y) = , (mod. p) 
ponendo z =» — y, la seconda di queste congruenze si converlirebbe in 

y*-'s (mod. p) ; 

vale a dire z ed y, e quindi anche x, avrebbero, contro T ipotesi, un fattor comune. 
In quanto agli altri due fattori z — y e 9 (z, y), dicasi p un divisore primo co- 
mune : posto %=> y nel polinomio 9 (z,y), nasce 

? (*.y) = wif""'= (mod. p), 

e si vede subito che, se p è diverso da n, quei due fattori sono primi tra loro. 
Che se p =» n|, ponendo z = y -f- nu , lo stesso polinomio assume la forma 

e i due numeri z — y, 9 (z,i/) acquistano per fattor comune il semplice numero n; 
non potendo la seconda potenza di n dividere 9 (z, y) senza dividere anche y, cioè 
senza distruggere la condizione inerente ai numeri Xj y, z di essere primi tra loro. 

14. Il numero z + y non ammette con y = aoi alcun divisore comune. Rap- 
presenti infatti p, se è possibile, un fattor primo di questo divisore: in virtù del- 
l'equazione (A|), dovrebbe p dividere <p(<>y) ovvero z — y, conseguenza in op- 
posizione al teorema dell* articolo precedente. 

15. Un'occhiata alla prima dell' equazione (Rimostra che a divide il secondo 
membro; e siccome « fattore dì x è primo con z + y (i4), cosi sarà necessaria- 
menle fattore di z — y. 

Salendo poi all' equazione (A,) sarà anzi z — y divisibile per «*, se a non con- 

tiene n, od almeno per — > se n entra come fattore di « (13). 

n 

Per la stessa ragione, comparando con T equazione (A,) la seconda delle (B,), 

a" 
si rileva che il medesimo numero z — y è divisibile per a* ovvero per — » secondo 

che regge 1' una l'altra delle due accennate ipotesi. 

16. Discende di qui immediatamente che z — y ammette per fattore uno dei 

tre nunoeri a"»", — — 9 — ;- 1 cioè jb", —y -^ ; il primo se x è indipendente da n, 

n n n n 

gli altri due se ne é dipendente. Per soddisfare poi con questi valori Tequaiione 

(A,) è d'uopo attribuire al polinomio <p(z, y); in corrispondenza ad essi, gli altri 
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valori l,n,n*. L'ultimo v? va escluso (13) per consen^are ri|>olesi di «, y, t primi 
tra loro: perciò avremo soltanto una delle due coppie di equazioni 

« — y = «", <p (j, y) = 1 



a?" 



le quali a un tratto si mostrano impossibili. Ed invero dalle due equazioni 

risulterebbe sempre z>x -t y, quando invece dev'essere z^x-hy, l'equazione 

non può reggere che ponendo il numero minore y a= » ed il maggiore z «= 1; 
come a soddisfare 1' ultima 

? (z, y) == » 

servono gli unici valori z =s y = 1 : tutte conseguenze inammissibili. 

17. Se qualcuno dei quattro numeri a» et^btfi si riduce ali* unità non per que- 
sto vengono meno i teoremi già dimostrati. 

Primieramente vanno subito ommesse le supposizioni 

oò = l, «0 = 1, à«=l, ^=1. 

Infatti le due prime rendono intero cos Z , e conducono ad alcuno dei cinque 
casi considerati da principio. Le altre due poi fanno discendere rD ed y sino al va- 
lor minimo che è 1* unità. Ora fatto, per esempio, x = i, il numero intero z, per 
essere %>yf z-^x-ty dovrebbe cadere Ira y ed y+ 1; cosa impossibile» ri- 
pugnando che un numero intero giaccia tra quei due limiti. 

Fingiamo a = 1, cioè d; =» «. L'equazione (A,) e la prima delle (B,) diventano 

(z — y) (p{z,y) = «», (z — y) (z 4- y) «= «*- 2c«|3- 

Da esse si deducono come sopra i medesimi risultati impossibili 

z—y = «"=«•, (p(z,y)=.l 



ovvero 



«" «■ 



secondochè a esclude od ammette il fattore n. 



286 ANNALI DI MATEMATICA 

Similmente servono allo slesso scopo le due equazioni 

(« — !/)?(«»!/) = «"> (« — !/) (» + !/) =0'— 2yoò 

se fosse a = 1 > ossia rD sa a. 

Ripelasi altrettanto se piaccia supporre ò = 1, ovvero |3 =3 1. 

Infine nei due ultimi casi a|3 = i, ed ab sss i, giovano le due medesime coppie 
di equazioni , posto nella prima coppia |3 =s 1 , e nella seconda 6 => 1 » per giun- 
gere alle assurde conseguenze di prima. 

18. Dal fin qui ragionato apparisce chiaro che la coesistenza delle due equa- 
zioni (A) e (B) ripugna assolutamente in numeri interi per n > 2 , quando si as- 
segni a cosZ un valore fratto razionale minore di l. Ora se 1* equazione. 

fosse solubile in numeri interi per n>2f sarebbe mestieri che i tre numeri x^y^z 

componessero un trigono rettilineo, in cui cos Z riuscisse fratto, razionale, ed ìnfe* 

riore ad ^ : dunque nelle ammesse condizioni, come enunciò il celebre Fermai, quel- 
l'equazione è impossibile. 



Ferrara 28 Marzo 1865. 
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INTORNO ALL'EQUAZIONE 

sroTA 

DEL PROFESSORE 

AIVGISI.O GEVOGCBI 



Si può abbreviare la dimostrazione del Signor Lamé e nel medesimo tempe am- 
pliare alquanto il teorema di Fermai intomo all'impossibilità della proposta equazione. 
Siano Xf tff % le radici dell* equazione v^ — pv'-H qv — r ss» 0, onde 

(v — x) (v — y) (ti — j) =3 t;' — pv" -^ qv — r. fatto v=>pe3rD4-t/-4-2, 

avremo (y 4- «) (« -+- %) (x-^y) =^pq — r, 

e quindi cambiato r in pq — r, sarà 

(1) r = {« 4- y) (« 4- «) (!f -+- *) 
e d?, y, z saranno radici dell* equazione 

(2) v'— pv*H-^v — (|?g— r) =»0, 

da cui mediante le note formole neutoniane dedurremo 

«'-♦• »'-+- z^^p^— Ir (p^^ p^q -+• q^) ^ Ipn^ 
e però 

(3) p7«. 7r (p4_ p*q 4. ^a) ^- 7pr*c=? 

a motivo della proposta 

(4) «7-4-^74- z^=0. 

Se supponiamo r = abbiamo dalla (3) p = , e per la (2) sarà nulla una 
delle quantità x^ y, z. Se supponiamo p =s 0, e r diverso da zero, la (3) darà 9 » 0, 
e avremo dalla (2) 1;^= — r : quindi x^ 1/, % saranno proporzionali alle radici cubi- 
che dell' unità. Esclusi questi casi particolari , intenderemo che non debba essere 
nulla la somma delle quantità x^ y, z» e che i coefGcienti della equazione (2) che 
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la delermint siano razionali. Sarà p diverso da zero, e polremo cambiare q in f^q, 

e r in pV, onde la (3) diverrà 

7r»— 7r(l-g4-g»)=— 1, 

e g ed r dovranno essere numeri razionali. Se ne deduce 



"^ 2 ~-V 4 7' 

1 — q-h Q* / i 

e non potendo essere ^ — 2- = i / _ se q è razionale , dovrà la quantità 

' *^ — ^ essere un quadrato. Essendo 1 — q-t 0*= ^ J - . 

4 7 4 

faremo 2^ — ^ "^ « frazione irreducibile , e dovremo rendere un quadrato la quantità 

ovvero, moltiplicando per 7*.64l* Taltra 7" («♦-!- 6»V) — 7t* che è un numero in- 
tero divisibile per 7: talché potremo rappresentare con (7tt)' un tale quadrato, e 
dovremo risolvere con valori interi di «, I, ti V equazione 

(5) «*-h6*V— it*=fi*. 

Cosi la questione è ridotta immediatamente all' equazione (5) , ed essendo già 
dimostrala 1* impossibilità di questa, concluderemo che 1* equazione (4) è impossibile 
non solo per valori razionali di d?, i/, z ma eziandio per valori irrazionali che siano 
radici d*un* equazione di terzo grado (2) a coefficienti razionali^ purché non siano 
proporzionali alle radici cubiche dell'unità e niuna di esse sia nulla come annun- 
ziai nel Cimento di Torino, voi. VI, fase. Vili, 1855. 
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Il Signor Le Besgue ha impreso a éomporre un trattato della Teorica de' nu- 
meri corrispondente ai progressi che dopo le opere famose di Gauss e Legendre ha 
fatti la scienza. Egli intende arricchirlo dei più importanti trovati di Jacobi, Lejeune 
Dirichlety Eisenstein» Cauchy, ecc., di quelli de' matematici viventi, e di estratti 
delle Memorie postume di Gauss non ha guari pubblicate. Ognuno che conosce quanto 
ordine» chiarezza e semplicità metta il sig. Lebesgue ne' suoi scritti, i quali si rac- 
comandano cosi per la dote dell'eleganza matematica, farà plauso al suo disegno e 
bramerà che sia recato a compimento. 

Finora ne sono comparsi i due soli fascicoli che annunciamo. Nella IrUrodutione 
sono esposte le proposizioni elementari intomo ai numeri primi e composti : numeri 
figurati e poligoni, caratteri di divisibilità, resti dei numeri in progressione aritme- 
tica, frazioni continue, congruenze, resti dei numeri in progressione geometrica. Vi 
troviamo fra gli altri i teoremi di Fermat e Wilson, e quello di Jacobi intorno alle 
radici primitive de* moduli che sono potenze di numeri primi. 

La dottrina dei resti de* numeri in progressione aritmetica procura il modo di 
formare una tavola per la risoluzione dei numeri in fattori. Quella dei resti de'nu- 
meri in progressione geometrica conduce alle Tavole degl' indici o logaritmi modu- 
lari qual'é il Canon arithmeticus di Jacobi. Siffatte tavole sono per cosi dire la 
parte pratica della scienza de' numeri , coltivala con ardore da Gauss e Legendre , 
come utilissima per sé stessa e pe' servigi che rende alla parte speculativa. Il se- 

Tom. VI. N. 6. 37 
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tornèo of/aatiAo M Sig. Lebesgoe Intla deDe Tarole deUa prnn speete o éà Cri- 
èri miùmeàdi iafica i pnoeipjj 4a coi dip e mà t h loro eonpOanow e dmni 
■wxa per rìdorfe u «■ piccolo Tolome e soilo ima fiomia cooynoda; coolioie on 
UTob dei mmmen prioù da 1 a 5500 e il modo di rappreacDlarli eoa doe aoli ca- 
ralteri o àhe; e aa' altra lavob che in 80 pagine, ciascima di 55 linee e 84 co* 
lonne preaenla il pia piccolo divisore di qnalsiyoglia numero da i a 115500. 

In «n* altra paMicaiiooe il Sig. Le Besgoe m o rti eiJ^ coaae si poasa fMÌlitare il 
calcolo defle TaTole della seconda specie cioè del Gommi aritìnmetkms e abbreTiare 
qneste Tarole d* ona metà sema renderle più inconimode, e ne darà «n saggio pie 

A. G. 
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